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Aufgabe 8.1 (Extensive Spiele, Modellierung, 4 Punkte)

Die politischen Akteure Rosa (R) und Ernesto (F) miissen entweder Berlin
(b) oder Havanna (h) als Ort fiir einen Parteitag auswihlen. Sie entscheiden
sich nacheinander; eine dritte Person, Karl (K), bestimmt, wer zuerst auswihlt
(Aktionen r und e). Sowohl Rosa als auch Ernesto ist es bei der Bewertung der
terminalen Historien egal, in welcher Reihenfolge, jedoch nicht, wie die Aus-
wahlen getroffen wurden. Rosa bevorzugt einen Ausgang, in dem sowohl sie als
auch Ernesto b wihlen (Nutzen 42), gegeniiber einem, in dem beide h wihlen
(Nutzen +1), und den beiden Ausgéingen, in denen sie unterschiedliche Auswah-
len treffen (Nutzen 0). Ernestos Priferenzen unterscheiden sich von Rosas nur
dadurch, dass die Rollen von b und h vertauscht sind. Karls Préferenzen sind
identisch mit denen von Ernesto.

(a) Modellieren Sie diese Situation als extensives Spiel mit perfekter Informa-
tion und geben Sie den Spielbaum an.
Losung:
Das Spiel kann als T' = (N, H, P, (u;)) modelliert werden, wobei

N ={R,E, K}
H= {<>a<T>a<Tvb>7<T7bvb>v<T7ba h>7
(r,h), (r,h,b), (r, h,h),
e,b), (e,b,b), (e, b, h),
h), (e, h,b), {e,h,h)}
— R, (r,b) — E, {(r,h) — E,
— FE,{e,b) — R, (e,h) — R}

(),

3

ur((r,b,h)) = ur({r,h,b)) = ur((e,b,h)) = ur({e,h,b)) =0
ur((r,h,h)) = ur((e,h,h)) =1
ur({r,b,b)) = ur({e,b,b)) =2
ug((r,b,h)) = ug({r,h,b)) = ug({e,b,h)) = ug({e,h,b)) =0
up((r,b,0)) = ur({e,b,b)) =1
up({r,h,h)) =ugr({e,h,h)) =2

ur (k) =ug(k) fir alle k € Z.

Der Spielbaum sieht wie folgt aus. Die Nutzenwerte in den Nutzenprofi-
len sind in der Form (ug,up, ux) angegeben. Die fettgedruckten Kanten
entsprechen einem teilspielperfekten Gleichgewicht (s.u.).



(b)

(2,1,1) (0,0,0) (0,0,0) (1,2,2) (2,1,1) (0,0,0) (0,0,0) (1,2,2)

Geben Sie die Menge von Rosas Strategien an.

Losung:

Rosa hat acht unterschiedliche Strategien, némlich (in der iiblichen Kurz-
schreibweise) bbb, bbh, bhb, bhh, hbb, hbh, hhb und hhh, also alle moglichen
Kombinationen von Aktionen in Historien, in denen Rosa am Zug ist. Die
Kurzschreibweise ist so zu verstehen, dass die Aktionen fiir die Historien
k € H\ Z mit P(k) = R im Spielbaum in Breitensuch-Reihenfolge ange-
geben sind; beispielsweise steht bhb fiir {(r) — b, (e,b) — h, (e, h) — b}.

Bestimmen Sie ein teilspielperfektes Gleichgewicht.
Losung:
Das einzige teilspielperfekte Gleichgewicht in diesem Spiel besteht aus den

Strategien, die in der Abbildung zu Aufgabenteil (a) durch dickere Kanten
dargestellt sind, d. h. s* = (s}, s, s}) mit

sk ={(r) — b,(e,b) — b, (e, h) — h} = bbh,
sy ={(e) — h, (r,b) — b, (r,h) — h} = hbh, und
S =10 e} =e.

Der Ausgang ist O(s*) = (e, h,h) und Nutzenprofil in O(s*) betriigt
(up,ug,ur) = (1,2,2). Un zu zeigen, dass s* ein teilspielperfektes Gleich-
gewicht ist, geniigt es wegen des Ein-Schritt-Abweichungs-Lemmas, zu be-
weisen, dass fiir jeden Spieler i € {R, E, K} und jede Historie k € H \ Z
mit P(k) =1 gilt:

Wik (Ok (8% [k 87 k) = wilk (O (5% ]k, 51))

fiir jede Strategie s; des Spielers ¢ im Teilspiel I'(k), die sich von s}|; nur
in der Aktion unterscheidet, die direkt nach der initialen Historie von I'(k)
vorgeschrieben wird.

Fiir Ernesto und die Historien (r,b) und (r, h) sowie fiir Rosa und die His-
torien (e, b) und (e, h) ist das klar, da sich Ernesto bzw. Rosa durch Ab-
weichen um jeweils einen bzw. zwei Nutzenpunkte verschlechtern wiirden.
Nach der Historie (r) ist Rosa am Zug und wiirde sich bei festem s3],
(und s%|(ry) um einen Nutzenpunkt von 2 auf 1 verschlechtern, wenn sie
zu der Aktion h abweichen wiirde. Das entsprechende gilt fiir Ernesto in
der Historie (e) bei einer Abweichung von h zu b bei festem s%|y (und
5% |(ey). Karl wiirde sich schlieBlich bei festen Strategien s, und s, in der



initialen Historie () durch Abweichen von e auf r ebenfalls um einen Punkt
von Nutzen 2 auf 1 verschlechtern.

Aufgabe 8.2 (Extensive Spiele, strategische Form, 4 Punkte)

Sei G = ({1,2}, (As), (u;)) ein strategisches Zwei-Spieler-Spiel, in dem beide
Spieler je zwei Aktionen zur Verfiigung haben, etwa 4; = {a},al} fir i = 1,2.
Zeigen Sie, dass G genau dann die strategische Form eines extensiven Spiels mit
perfekter Information ist, wenn es entweder ein a; € A; gibt, so dass u;(a1,a}) =
ui(ay,ay) fir i = 1,2, oder wenn es ein ay € Ag gibt, so dass u;(a),as) =
ui(af,ag) firi =1,2.

Losung:

Angenommen, G ist die strategische Form eines extensiven Spiels mit perfekter
Information. Damit |A;| = |A2| = 2 gilt, darf es in dem extensiven Spiel fiir
beide Spieler ¢ = 1, 2 nur jeweils eine nichtterminale Historie h mit P(h) = i und
|A(h)| > 1 geben, denn giibe es fiir Spieler ¢ zwei unterschiedliche nichtterminale
Historien A’ und A" mit P(h') = P(h") =4, |A(h)] > 1 und |A(Rh")| > 1, so
wire |Ail = |[Tthem z) pry=iy AW = [AR) x A7) = |AR)] - [A(R")] =
2.2 =4 > 2 = |4, ein Widerspruch. Wir diirfen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit davon ausgehen, dass |A(h)| > 1 fiir alle h € H \ Z, denn sonst
konnen die Historie h eliminiert und die nachfolgenden Historien im Spielbaum
nach oben gezogen werden. Damit muss der Spielbaum bis auf Umordnung der
Teilbdume die folgende Struktur haben (fir i = 1,2):

n

(uy; ug) (uy”; up’)

Falls ¢ = 1: Dann gibt es ein a; € Ay (némlich a; = af), so dass u;(a1,a)) =
ul = ui(a, afy) firi =1,2.

Falls ¢ = 2: Dann gibt es ein as € Ay (némlich az = a}), so dass u;(a), a2) =
ul =wui(al,az) fiir i =1,2.

Damit ist eine Richtung der Aquivalenz gezeigt. Fiir die andere Richtung neh-

men wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass es ein a1 € A; gibt,

so dass u;(a1,ab) = wu;(ar,ay) fiir ¢ = 1,2. Sei ferner ohne Beschrinkung der

Allgemeinheit dieses a1 = af, d. h. u;(ay,a)) = u;(af,ay) fiir i = 1,2. Dann ist

aber G gerade die strategische Form des folgenden extensiven Spiels:

(u1(af, a3), uz(ay, a3)) =
(ul (alllv al2/)7 U2 (alllv al2/))



