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Ubungsblatt 2 — Losungen

Aufgabe 2.1 (Priferenzrelationen und Nutzenfunktionen)

Sei A = {z,y,z} die Menge der moglichen Ausgéinge eines strategischen Spiels
und seien u, v/, u” : A — R die folgenden Nutzenfunktionen: u(z) = 0,u(y) =
Lu(z) =4, u'(z) = —1,u'(y) = 0,u/(2) = 2, v”(z) = 0,u"(y) = 0,u"(2) = 8.
Zwei Nutzenfunktionen sind dquivalent, wenn sie dieselbe Préferenzrelation re-
présentieren.
(a) Sind w und v’ (v und u”) dquivalent?
Losung:
Priferenzrelationen > sind vollsténdige, reflexive, transitive bindre Rela-
tionen. Wir schreiben 2 = y, wenn u(z) > u(y), und auflerdem abkiirzend
x =y, wenn u(x) > u(y), dh. wenn z > y und y % x. Gilt = > y und

y = x, so schreiben wir auch = ~ y.
Sei = (=, ¥") die von u (u', v") induzierte Préferenzrelation. Dann gilt

z=y>=x dh = :{(z,z),(z,y) (27x)7(y,y)7(y,m),(m,x)}
z¥"y>"z dh = ={(z2),(z,9)
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d.h. u und v’ sind dquivalent,
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Also gilt = = »', aber nicht » =
aber nicht v und «”.

(b) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Mengen A, Nutzenfunktionen u : A — R
und Konstanten o € R>? und # € R die Nutzenfunktionen u und au + 3
dquivalent sind.

Losung:

Seien x,y € A und seien = und >’ die von u bzw. au + 8 induzierten
Priferenzrelationen. Dann gilt 2 =" y gdw. au(x) + 8 > au(y) + 5 gdw.
au(z) > au(y) gdw. u(z) > u(y) gdw. z = y. Also ist =’ = = und damit
sind v und au + @ dquivalent.

Aufgabe 2.2 (Schwach dominierte Strategien)

Geben Sie ein strategisches Spiel mit zwei Spielern und endlichen Aktionsmen-
gen an, in dem genau ein Nash-Gleichgewicht (a1, as) existiert und sowohl aq
als auch as schwach dominiert werden.

Losung:

Eine mogliche Losung ist das Spiel G mit zwei Spielern 1 und 2, Aktionsmengen
Ay ={a1,a},a]} und Ay = {as, ab, ay } und der folgenden Auszahlungsmatrix:



Spieler 2
/

as al, ay

a [3.3 10,3 |10

Spieler 1 @} | 3,0 | 1,2 | 2,1
o [0,1 [2,1 | 1,2

In diesem Spiel ist (a1, as) das einzige Nash-Gleichgewicht, denn in jedem an-
deren Strategieprofil hat mindestens einer der Spieler einen Anreiz, von seiner
Strategie abzuweichen. Die Aktion a; wird von a} schwach dominiert, entspre-
chend dominiert a, die Aktion as schwach.

Hier ist das Nash-Gleichgewicht, das durch die schwach dominierten Strategien
gebildet wird, effizient. Ein alternatives Beispiel ist die folgende Nutzenmatrix:

Spieler 2
ag al, aly
ap | =5,-5 | =5,—-5 | —=5,-5
Spieler 1 @} | —5,—5 1,-1 | -1, 1
a’ [=5,—5 | -1, 1 1,-1

Auch hier ist (a1, az) das einzige Nash-Gleichgewicht und a; wird von a} schwach
dominiert, entsprechend dominiert af die Aktion ag schwach.

Aufgabe 2.3 (Beste-Antwort-Funktion)
Sei G = <N, (Ai)iEN; (UZ)’LGN> mit N = {1,2}, A1 = AQ = RZO, ui(al,ag) =
a; - (¢ + as—; — a;) fiir alle (a1, a2) € A, wobei ¢ > 0 eine Konstante ist.

Bestimmen Sie die Nash-Gleichgewichte dieses Spiels, indem Sie die Beste-Ant-
wort-Funktionen der beiden Spieler konstruieren und analysieren.

Losung:

Ein Strategieprofil (a1, az2) ist genau dann ein Nash-Gleichgewicht, wenn a; eine
beste Antwort auf as und as eine beste Antwort auf a; ist. Untersuchen wir das
Spiel auf beste Antworten von Spieler i auf Aktionen as_; von Spieler 3 —i. Der
Nutzen von Spieler 7 ist

u;(ay,az) = —a? + (c+as—;)-a;

Die Aktion a; ist genau dann eine beste Antwort auf az_;, wenn sie, gegeben
as—;, ui(ai,az) maximiert. Bei der Maximierung von u; aus Sicht von Spieler ¢
ist der Term ¢ + as—; konstant. Ein Maximum liegt also genau dann vor, wenn

0 0?

8—aiui(a1,a2) =0 und 8—azzui(a1,a2) < 0.
Es ist
0 1
8—aiui(a1, as) =—-2a;,+c+az_; =0 gdw. a;= 5(0 +az_;).
Ferner gilt unabhéngig von a;, dass

32
Wui(al,ag) =-2< O,



das Extremum ist also auf jeden Fall ein Maximum.

Damit ist a; genau dann eine beste Antwort auf as_;, wenn a; = %(c—i— as—;). Ein
Nash-Gleichgewicht a* = (a},a}) liegt genau dann vor, wenn a* = i (c + a*).
Nach Auflésen erhélt man a* = (¢, ¢), das einzige Nash-Gleichgewicht von G.

Aufgabe 2.4 (Auszahlungen bei Nash-Gleichgewichten)

(a) Geben Sie die Auszahlungsmatrizen von Zwei-Personen-Spielen G und
G’ mit der folgenden Eigenschaft an: G’ entsteht aus G, indem eini-
ge der Nutzenwerte von Spieler 1 erhoht werden und die Nutzenwerte
von Spieler 2 unverédndert bleiben, und es gibt ein Nash-Gleichgewicht in
G’ in dem Spieler 1 eine geringere Auszahlung erhilt als in allen Nash-
Gleichgewichten von G.

Losung:

Sei G durch die folgende Auszahlungsmatrix definiert:

Spieler 2
L R
. T [3.3 | 1,1
1 1 b )
Spieler 1 b =007

G besitzt genau ein Nash-Gleichgewicht, nidmlich (T, L), mit der Auszah-
lung 3 fiir Spieler 1. Das Spiel G’ erhalten wir, indem wir die Auszahlungen
fiir Spieler 1 fiir seine Aktion B erhthen, etwa zu:

Spieler 2

L R

. T |3,3 | 1,1
Spieler 1 B (20 21

Auch G’ besitzt ein eindeutiges Nash-Gleichgewicht, allerdings ein anderes
als G, ndmlich (B, R). Hier bekommt Spieler 1 die Auszahlung 2, also
weniger als in dem Nash-Gleichgewicht von G.

(b) Geben Sie die Auszahlungsmatrizen von Zwei-Personen-Spielen G und G
mit der folgenden Eigenschaft an: G’ entsteht aus G durch Streichung
einer Aktion von Spieler 1, und G’ besitzt ein Nash-Gleichgewicht, in dem
der Nutzen von Spieler 1 hoher ist als in allen Nash-Gleichgewichten von

G.

Losung:

Sei nun G das verdnderte Spiel aus der vorherigen Teilaufgabe mit der
Nash-Gleichgewichts-Auszahlung von 2 fiir Spieler 1:

Spieler 2
L R
. T [3.3 | 1,1
1 1 b )
Spicler 1 b =r 09T

Streicht man die Aktion B von Spieler 1, so bleibt folgendes Spiel iibrig:
Spieler 2

L R
Speler 1 T



In diesem Spiel ist wieder (T, L) das einzige Nash-Gleichgewicht mit Aus-
zahlung 3 fiir Spieler 1.



