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2 Themen

Algorithmen-Problembereiche

Datenstrukturen:

Listen, Stapel, Schlangen, Baume,...
Problemlosetechniken

Divide-and-Conquer, Greedy, Dynamische
Programmierung, vollstandige Aufzahlung, Backtracking,
Benotigt werden

Sprache zur Formulierung von Algorithmen: Pascal,
Modula-2, C, C++, Java, ...

Mathematisches Instrumentarium zur Messung der
Komplexitat (Zeit- und Platzbedarf): Gro3-O-Kalkl

Nicht behandelt: Modellierung/Analyse des
Anwendungsbereichs, Software-Engineering,
Programmierung, Fundierung des Algorithmenbegriffs
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3 Leistungsverhalten von Algorithmen

Effizienzanalyse:

Speic herplatzk omple xitat: Wird Speicherplatz effizient
genutzt?

Laufz eitk omple xitat: Steht die Laufzeit im akzeptablen
Verhaltnis zur Aufgabe?

Theorie: liefert untere Schranke, die fur jeden
Algorithmus gilt, der das Problem Iost.

Spezieller Algorithmus liefert obere Schranke flr die
LOosung des Problems.

Erforschung von oberen und unteren Schranken:
Effiziente Algorithmen und Komplexitatstheorie (Zweige
der Theoretischen Informatik)
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4 Laufz eitanal yse

Sei P ein Algorithmus flr ein gegebenes Problem und «
Eingabe fur P, |z| Lange von x, und Tp(x) die Laufzeit
von P auf .

Der beste Fall (best case): Oft leicht zu bestimmen,
kommt in der Praxis jedoch selten vor.

Tp(n) = inf{Tp(zx)| |z| = n,z Eingabe fur P}
Der schlechteste Fall (worst case): Liefert garantierte

Schranken, meist leicht zu bestimmen. Oft zu
pessimistisch

Tp(n) = sup{Tp(z)| |x| = n,z Eingabe fur P}

Im amortisierten worst case wird der durchschnittliche
Aufwand flr eine schlechtestmogliche Folge von
Eingaben gemessen (technisch anspruchsvaoll).
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Der Mittlere Fall

Der mittlere Fall (average case): Nicht leicht zu
handhaben, fir die Praxis jedoch relevant.

Sei gn(x) die Wahrscheinlichkeit mit der Eingabe x
unter allen Eingaben mit Lange n auftritt.

TP,Qn(n) — z|:c|=n,a: istEingabefiirP Tp(z)qn(z)
Wichtig:

Wie sieht die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?
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Messung des Leistungsverhaltens

1. Betrachte konkrete Implementierung auf konkreter
Hardware. Mil3 Laufzeit flr reprasentative Eingaben.

2. Berechne Verbrauch an Platz und Zeit flr
idealisierte Referenzmachine:

a) Random Access Machine (RAM)
b) Registermachine (RM)
c) Turingmachine (TM)

3. Bestimme Anzahlen gewisser (teurer)
Grundoperationen, z.B.
# Vergleiche bzw. # Bewegung von Daten (beim
Sortieren)
# Multiplikationen / Divisionen (fr numerische
Verfahren)

FUr 2. und 3.: Beschreibe Aufwand eines Algorithmus
als Funktion der Grof3e des Inputs (kann verschieden
gemessen werden).
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Kostenmalie

Einheitskostenmali: Annahme, jedes Datenelement
belegt unabhangig von seinem Wert denselben
Speicherplatz.

Damit: Grol3e der Eingabe bestimmt durch Anzahl der
Datenelemente

Beispiel: Sortierproblem
Logarithmisches Kostenmal?: Annahme, jedes
Datenelement belegt einen von seinem Wert

(logarithmisch) abhangigen Platz.

Grol3e der Eingabe bestimmt durch die Summe der
GrolRen der Elemente.

(fir n > O ist die # Bits zur Darstellung von n
= [loga(n + 1)])

Beispiel: Zerlegung einer in Dualdarstellung gegebenen
Zahl in Primfaktoren
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Beispiel

Taktzahl (Anzahl Bitwechsel) eines Von-Neumann
Addierwerks bei Addition von 1 zu einer in
Binardarstellung gegebenen Zahl ¢ der Lange n, d.h.

0 < i < 2" 1 Sje betragt 1 plus der Anzahl der Einsen
am Ende der Binardarstellung von <.

Schlechtester Fall:

Die worst case Rechenzeit betragt n 4+ 1 Takte.
Beispiel:

Additionvon 1 zu 111...1.

Mittlerer Fall

Wir nehmen eine Gleichverteilung auf der
Eingabenmenge an. Es gibt 27~ * Eingaben, die mit
(0,1,...,1) enden, wobei am Ende k£ — 1 Einsen

stehen. Hinzu kommt die Eingabe : = 2™ — 1 flr die das
Addierwerk n + 1 Takte benotigt.

Leistungsanalyse Stefan Edelkamp/B. Nebel, 13. Mai 2001
Laufzeitanalyse 4-5


mailto:edelkamp@informatik.uni-freiburg.de
http://ad.informatik.uni-freiburg.de

Mittlerer Fall

Die average case Rechenzeit T,(n) betragt also:

Ta(n) = 27" (L1<k<n 2" Fk + (n 4 1))

Es ist
SNooonhg = ponthp 42277241007
1<k<n
= 204 4on34on-2 4 on-l
420 4 .. 42773 4 on2
4204 . 4073

420

= 2"-1D)+...+ (-1
— ontl _o_p.

Demnach ist
To(n) =272t 2 _pn4+ (n41)=2-2""

Es genlgen also im Durchschnitt 2 Takte um eine
Addition von 1 durchzuftihren.
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5 Funktionenklassen

Grol3-O-Notation: O-, £2- und ©- Notation beschreiben
obere, untere bzw. genaue Schranken.

ldee: Beim Aufwand kommt es auf Summanden und
konstante Faktoren letztendlich nicht an.

Grinde:

- Interesse an asymptotischen Verhalten ftr grol3e
Eingaben,

- Genaue Analyse oft technisch sehr
aufwendig/unmaoglich

- Lineare Beschleunigungen sind leicht moglich (Tausch
von Hard- und Software)

Ziel: Komplexitatsmessungen mit Hilfe von
Funktionenklassen, z.B. O(f) Menge von Funktionen,
die die gleiche ,GroRenordnung* von f haben.
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Landau’ sche O-Notation

f = O(g) (in Worten: f wachst nicht schneller als g),
wenn 3¢ € IR, ng € IN,Vn > ng : f(n) < cg(n).

f = 2(g) (f wachst mindestens so schnell wie g),
wenn g = O(f) ist.

f = ©(g) (f und g sind von der gleichen
Wachstumsordnung), wenn f = O(g) und g = O(f)

gelten.

f = o(g) (f wachst langsamer als g), wenn f(n)/g(n)
eine Nullfolge ist.

f = w(g) (f wachst schneller als g), wenn g = o(f) ist.
In Ottmann/Widmayer

O(g) ={fl3a>0,b>0,Vn: f(n) < ag(n) + b}
und

Q(g) =4{f| > 0,3 cvielen : f(n) > cg(n)}
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Bemerkung en

Schreibweise: f = O(g) statt f € O(g).

Aber aus f = O(g) und f = O(h) folgt nicht
O(g) = O(h)!

Schreibweise: O(n logn) statt O(f) mit
f(n) = nlogn oder O(An.(nlogn)).

Minimalitat: Die angegebene Grol3enordnung mufd nicht
minimal gewahlt sein (s.0.)

Asymptotik: Erst bei grol3en n wird die Gro3enordnung
relevant

Konstanten: Die Konstanten ¢ und ng (bzw. a und b)
konnen fur kleine n grof3en Einflul3 haben.
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Visualisierung

f(n) € O(g(n))

& dng € IN,c € IRTYn > no : f(n) <cg(n)

< lim f(n)/g(n) = c

c=0.5
fmy=m

g(n)=n /

Die Regel von LHospital

im_f(n)/g(n) =c<« lim f'(n)/g'(n) =c

n—oo
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Weitere Eigensc haften

1. FUr monoton steigende Funktionen f £ 0 sind beide
Definitionen fir Grol3-O aquivalent.

2. Es gibt Funktionen in denen beide Definitionen von €2
voneinander abweichen (erste Definition ist scharfer).

3. Fur alle k ist nk € o(27)

4. Es seien p1 und p> Polynome vom Grad dq bzw. d»,
wobei die Koeffizienten von n? und n%2 positiv sind.
Dann qilt:

a) p1 € O(p2) & d1 =do
b) p1 € o(p2) & d1 < do
b) p1 € w(pz) & d1 > do

5. Fur alle k > 0 und € > 0 gilt log®n = o(n®)

6. 2"/2 = o(27)
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O-Kalk Ul

Einfache Regeln:

f=0(f)

0(0(f)) = O(f)

kO(f) = O(f) fur konstantes k
O(f + k) = O(f) fur konstantes k

Additionsregel: O(f) + O(g) = O(max{f,g})
Multiplikationsregel: O(f) - O(g) = O(f - g).

Beweis (Additionsregel und Multiplikationsregel): Seien
Jeq,¢0 € RT und nq,no € IN mit Ty (n) < e1f(n) fur
allen > nq und To(n) < cog(n) fur alle n > no.

Dann gilt fir alle n > ng:

Additionsregel: Ty (n) + To(n) < c-max{f(n),g(n)},
wobei ¢ = ¢1 4 ¢ und ng = max{nq,no} ist.

Multiplikationsregel: T1(n)To(n) < c¢f(n)g(n), wobei
c = c1co Und ng = max{ni,no} ist.

Additionsregel fir die Komplexitat der
Hintereinanderausfiuhrung der Programme.
Multiplikationsregel flr die Komplexitat von
ineinandergeschachtelten Schleifen.
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Hierar chie von Grol3enor dnungen

O(1): konstante Funktionen

O(log n): Logarithmische Funktionen

O(log? n): Quadratisch logarithmische Funktionen
O(n): Lineare Funktionen

O(nlogn): - keine spezielle Bezeichnung -

O(n?): quadratische Funktionen

O(n3): kubische Funktionen

O(n*): polynomielle Funktionen (fiir & fest, beliebig)

genauer: f heildt polynomiell beschrankt, wenn es ein
Polynom p mit f = O(p) qibt.

O(2"): exponentielle Funktionen
genauer: f wachst exponentiell, wenn es ein ¢ > 0 mit

f = 0(2") gibt.
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Skalierbarkeiten

Annahme: Rechenschritt 0.001 Sekunden. Maximale

Eingabelange bei gegebener Rechenzeit.

Laufzeit T(n) | 1 Sekunde 1 Minute 1 Stunde
n 1000 60000 3600000
nlogn 140 4895 204094
n? 31 244 1897

n3 10 39 153

pil 9 15 21

Maximale Eingabelange in Abhangigkeit der
Technologie (log 10p = logp + log 10 =~ log p,
3.162 ~ 10,2.15% ~ 10,233 x 10)

Laufzeit T(n)

alt neu (d.h. 10-mal schneller)

n
nlogn
n2
77,3

27’1,

Leistungsanalyse

NIRRT

Funktionenklassen

10p

(fast 10)p
3.16p
2.15p

p+ 3.3
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Exponentielle Algorithmen

Oft gibt es keine andere Moglichkeit als alles
durchzuprobieren. Beispiel: Finden einer Rundreise in
einem Graphen mit minimalen Kosten (Travelling
Salesman Problem): Probiere alle Knotenfolgen und
berechne Kosten.

Allerdings: Es konnte bisher nicht bewiesen werden, dal3
dies Problem tatsachlich exponentielle Laufzeit benatigt.
Es gibt aber Aufgaben, die beweisbar exponentielle Zeit
erfordern.

In der Theoretischen Informatik wird die Grauzone zur
Losung von Problemen durch Algorithmen mit garantiert
polynomiellen und garantiert exponentiellen Laufzeiten
analysiert.

EXPTIME
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Zeitaufwand fur Programmst lUck A

1. A ist einfache Zuweisung (read, write, .. .):
cost(A) = const € O(1)

2. A ist Folge von Anweisung: Additionsregel anwenden
3. Aisti f -Anweisung:
a)if (cond) B; cost(A) = cost(cond) + cost(B)

b)if (cond) B; else C
cost(A) = cost(cond) + max{cost(B), cost(C)}

4. A ist eine Schleife:

cost(A) = > Umlauf ;1cost(Anweisungen i) +
cost(Terminierungsbedingung 7) }

oft

cost(A) = #Umlaufe - {cost(Anweisungen) +
cost(Terminierungsbedingung) }
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6 Beispiele

Analyse von Bubble-Sort: Sortiert die Zahlen im Array
al[ 1. . n] durch wiederholtes Vertauschen

Algorithmus:

r epeat
for i=1..n-1
i f (a[i] > a[i+1])
swap(a[i],a[1+1])
until (kelne Vertauschun-
gen nmehr notwendi g)

Abschatzen der Anzahl von Vergleichen:
Worst Case: Innere Schleife: n — 1 Vergleiche, maximal
n Durchlaufe (Minimum an a[ n] ) der aul3eren Schleife

= 0O(n?)

Best Case: Array ist bereits sortiert: Ende nach einem
Durchlauf = O(n)

Average Case: auch O(n?) viele Vergleiche ausgefiihrt.
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Das Maxsummenpr oblem

Problem: Finde ein Index-Paar (7, 7) in einem Array
al[ 1. . n] von ganzen Zahlen flr das
f(i,5) = a; + ... + a; maximal ist. Als Rechenschritte

zahlen arithmetische Operationen und Vergleiche.
Der naive Algorithmus:

Es werden alle f(17, 7) Werte berechnet werden und
daraus der maximale f-Wert ermittelt. Offensichtlich
gentigen zur Berechung von f(4,5) genau j — ¢
Additionen. Der Algorithmus startet mit max < f(1,1)
und aktualisiert max wenn notig.
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Analyse Naiver Algorithm us

Es gibt j Paare der Form (-, j)

# Vergleiche: V1 (n)

(C1<j<nd) — 1= 0(n?)

# Additionen:

A1(n)

Yoo > G-

1<i<ni<j<n

2. >k

1<i<n 1<k<n—i
O(n3)

# Zusammen:
T1(n) = Vi(n) 4+ A1(n) = O(n?) 4+ 0(n>) = O(n?>).

Tatsachlich auch 2(n3).
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Der etwas bessere Algorithm us

Der naive Ansatz berechnet a1 + a fur
£(1,2), f(1,3),..., f(1,n), also (n — 1)-mal.

Besser geht's mit folgender Erkenntnis. Es qilt:

G, 5 +1) = f(,5) + aj4q

Damit braucht man fur alle f (<, -)-Werte genau (n — %)
Additionen.

# Vergleiche: Vo(n) = Vi(n) = O(n?).

# Additionen:
Ax(n) = Yi1<icn(n—i) = S1<pan—1 k = O(n?).

# Zusammen: To(n) = Vo(n) 4+ Ax(n) = O(n?).
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Divide-And-Con quer

Annahme: n = 2. Unterteilung der zu untersuchenden
Paare (17, 7) in drei Klassen:

1<i,j<n/2
-1<i<n/2<i<n
-nf2<i1<j<mn

Wenn wir die Probleme flr die drei Klassen gelost
haben, erhalten wir den “Gesamtsieger” in 3
Vergleichen.

Das erste und dritte Problem sind vom gleichen Typ, wie
das Ausgangsproblem und werden rekursiv mit dem
gleichen Ansatz gelol3t.
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Analyse Divide-and-Conqu er

Fur das zweite Problem gibt es eine effiziente direkte
Losung. Betrachte:

g(z')zai—l—...—l—an/zundh(j)zan/Q_l_l—I—...—l—aj

Dann gilt: f(i,7) = ¢g(2) + h(j) und: Um f zu
maximieren, reicht es aus g und h einzeln zu
maximieren.

Berechne nacheinander

g(n/2)
g(n/2-1)

Ay /25
Oy j2—1 T Qp /2,

g(1l) = a1+...—|—an/2
und danach den max. g Wert in (n/2 — 1) Vergleichen
und (n/2 — 1) Additionen.

Berechne den maximalen h analog.

Damit ergeben sich fir das zweite Problem insgesamt
n — 1 Additionen und n — 2 Vergleiche, also 2n — 3
Operationen, obwohl die Klasse n?/4 Paare (i, 7)
enthalt.
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Analyse Divide-and-Conqu er

Rekursionsgleichung (2 Vergleiche um Maximum der
Gruppen zu finden)

0

2T5(2F 1) 4 2.2F 1

AT (2 2y 4 2(2-2F 1 _1)4 2.2k 1
4T3(2F~2) 4 (2FF1 —2) 4 (2F+1 1)
8T5(2°73) + (21 —4) 4+ (2F+1 - 2)
+ (2 —1)

T3(1)
T3(2%)

Nun raten wir die Losung der Rekursionsgleichung
T3(2%) = 2'T3(2F 1) + Ca1ciu(@FH — 2071)

und verifizieren die Vermutung mit einem
Induktionsbeweis. Wir benutzen, da wir T5(1) kennen,
die spezielle Losung furl = k

T3(2F) = o4+ > (2t 2171

1<i<k
2k2F — (2F — 1)
(2k—1)2"+1=((logn—1)n+1
O(nlogn).
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Der clevere Algorithm us

Scanline-Prinzip: Wir wollen Problem in [1..n] |I6sen und
wollen die Eingabe nur einmal von links nach rechts
lesen. Dafur missen wir genidgend Information
bereitstellen:

Wir verwalten dabei nach dem Lesen von a; in max den
grofdten Wert von f (i, j) aller Paare (¢, 5) fur
1<i<j<k

FUr £k = 1 setzen wir max auf a1.

Konkurrenten sind Paare (7, 7) mit k£ < 7 und Paare
(i, ) mit i < k < j. Uber die erste Menge wissen wir
noch nichts, da wir erst a, . . ., a;, gelesen haben. Vom
Divide-and-Conquer Algorithmus wissen wir, daf3 fur die
zweite Menge nur die g-Werte

g(i) =a; + ...+ ag

interessant sind. Deshalb verwalten wir zusatzlich

max™ = maxlgzgk{g(z) | mit g(’&) = ay, + ...+ ak}.
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Aktualisierung und Analyse

Seinun ag4 1 gelesen. Wir erhalten die neuen g-Werte

gneu(t) = gq11 () + Ak+1 furl <i <k
gneu(t) = ap41 furi = k41

Also max;eu = max{malet -I—ak_|_1, ak_|_1}
FUr maxne, kommen folgende Paare (4, j) in Frage:

1 <1<y <k (maximaler Wert max,j;)

1 <i<k,j =k 1 (maximaler Wert max’,.,,)

Also kann maxgne,, Mit einem Vergleich aus max,;; und
max; .,, berechnet werden.

Bei der Verarbeitung von a, 2 < k < n, genugen also 3
Operationen, demnach ist T4(n) = 3n — 3 = O(n).
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Zusammestellung der Ergebnisse

Naiv: T1(n) = O(n3)
Besser: To(n) = O(n?)
Divide-and-Conquer: T3(n) = O(nlogn)
Scanline: Ta(n) = O(n)

Es sollte sich das beruhigende Gefuhl breitmachen, daf3
es sich lohnt, in das Algorithmendesign zu investieren!
Der clevere Algorithmus kann sehr viel grof3ere
Eingaben verarbeiten.
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7 Master theorem

Eine Kochbuchmethode zum Bestimmen des
asymptotischen Wachstums von Funktionen, die durch
Rekursionsgleichungen gegeben sind:

c falls n < d
T(n) = { aT(’n/b) + f(n) falls nHZL

mit ganzzahligen Konstanten ¢ > 1 und d > 1 und
reelen Konstantena > 1 und b > 1 und einer reellen
Funktion f(n) > O fir n > d. Unterscheide drei Falle:

1. (3e > 0) f(n) € O(n'°% =) =
T(n) € @(n'ogba’)
2. (3k > 0) f(n) € ©(n'°%2(logn)F) =
T(n) € ©(n'°%%logn)*T1)
3. (e > 0) f(n) € Q(n'°% 2T und
(F36<1)(n>d)af(n/b) <dif(n)=

T(n) € ©(f(n))
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Beispiele Mastertheorem

AD

. T(n) =4T(n/2)+n;a=4,b=2, f(n) = n.

Mit n!0924 = 2 st

T(n) = ©(n?),

daFall 1 gilt: n = f(n) € O(n?°) fire = 1.
Genau: T(n) = 2n2 —n

.T(n)=T(n/2)+1;a=1,b=2, f(n) = 1. Mit

n'0921 = 1 jst

T(n) = ©(logn),
da Fall 2 mit £ = 0 qilt.
Genau: T(n) =logn+1

. T(n)=2T(n/2)+nlogn;a=2,b=2,

f(n) = nlogn. Mit n!°922 = p jst

T(n) = ©(nlog?n),
da Fall 2 mit £ = 1 qilt.

. T(n)=T(n/3) +nlogn;a=1,b= 3,

f(n) = n. Mit n'°931 = 1 jst

T(n) = ©(n),
da Fall 3 gilt: f(n) = Q(n°7T¢) fire = 1 und
af(n/b) =n/3 = f(n)/3firé =1/3
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