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2 Themen
� � �� � �

Algorithmen-Problembereiche

Datenstrukturen:

Listen, Stapel, Schlangen, Bäume,. . .

Problemlösetechniken

Divide-and-Conquer, Greedy, Dynamische
Programmierung, vollständige Aufzählung, Backtracking,
. . .

Benötigt werden

Sprache zur Formulierung von Algorithmen: Pascal,
Modula-2, C, C++, Java, . . .

Mathematisches Instrumentarium zur Messung der
Komplexität (Zeit- und Platzbedarf): Groß-O-Kalkül

Nicht behandelt: Modellierung/Analyse des
Anwendungsbereichs, Software-Engineering,
Programmierung, Fundierung des Algorithmenbegriffs
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3 Leistungsverhalten von Algorithmen
� � �� � �

Effizienzanalyse:

Speic herplatzk omple xit ät: Wird Speicherplatz effizient
genutzt?

Laufz eitk omple xit ät: Steht die Laufzeit im akzeptablen
Verhältnis zur Aufgabe?

Theorie: liefert untere Schranke, die für jeden
Algorithmus gilt, der das Problem löst.

Spezieller Algorithmus liefert obere Schranke für die
Lösung des Problems.

Erforschung von oberen und unteren Schranken:
Effiziente Algorithmen und Komplexitätstheorie (Zweige
der Theoretischen Informatik)
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4 Laufz eitanal yse
� � �� � �

Sei � ein Algorithmus für ein gegebenes Problem und �
Eingabe für � , �	�
� Länge von � , und �
� ���
� die Laufzeit
von � auf � .

Der beste Fall (best case): Oft leicht zu bestimmen,
kommt in der Praxis jedoch selten vor.

� � ����� � ��������� � ���������	�
� � �
!"� Eingabe für � #

Der schlechteste Fall (worst case): Liefert garantierte
Schranken, meist leicht zu bestimmen. Oft zu
pessimistisch

��� ����� � $&%('��)�
� �������*�+�,�-� �
!�� Eingabe für � #

Im amortisierten worst case wird der durchschnittliche
Aufwand für eine schlechtestmögliche Folge von
Eingaben gemessen (technisch anspruchsvoll).
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Der Mittlere Fall
� � �� � �

Der mittlere Fall (average case): Nicht leicht zu
handhaben, für die Praxis jedoch relevant.

Sei .0/����
� die Wahrscheinlichkeit mit der Eingabe �
unter allen Eingaben mit Länge � auftritt.

� �214365 ���7� � 8 9;:<9>= / 1 : ?+@BA0C(?EDGFIH�JLKNMGOPRQ � � � ���
�S.0/����
�

Wichtig:

Wie sieht die Wahrscheinlichkeitsverteilung aus?
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Messung des Leistungsverhaltens
� � �� � �

1. Betrachte konkrete Implementierung auf konkreter
Hardware. Miß Laufzeit für repräsentative Eingaben.

2. Berechne Verbrauch an Platz und Zeit für
idealisierte Referenzmachine:

a) Random Access Machine (RAM)

b) Registermachine (RM)

c) Turingmachine (TM)

3. Bestimme Anzahlen gewisser (teurer)
Grundoperationen, z.B.
# Vergleiche bzw. # Bewegung von Daten (beim
Sortieren)
# Multiplikationen / Divisionen (für numerische
Verfahren)

Für 2. und 3.: Beschreibe Aufwand eines Algorithmus
als Funktion der Größe des Inputs (kann verschieden
gemessen werden).
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Kostenmaße
� � �� � �

Einheitskostenmaß: Annahme, jedes Datenelement
belegt unabhängig von seinem Wert denselben
Speicherplatz.

Damit: Größe der Eingabe bestimmt durch Anzahl der
Datenelemente

Beispiel: Sortierproblem

Logarithmisches Kostenmaß: Annahme, jedes
Datenelement belegt einen von seinem Wert
(logarithmisch) abhängigen Platz.

Größe der Eingabe bestimmt durch die Summe der
Größen der Elemente.

(für � T U ist die # Bits zur Darstellung von �
� VXWZY([2\]��� ^ _*��` )

Beispiel: Zerlegung einer in Dualdarstellung gegebenen
Zahl in Primfaktoren
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Beispiel
� � �� � �

Taktzahl (Anzahl Bitwechsel) eines Von-Neumann
Addierwerks bei Addition von 1 zu einer in
Binärdarstellung gegebenen Zahl a der Länge � , d.h.
U b acb d /*egf . Sie beträgt 1 plus der Anzahl der Einsen
am Ende der Binärdarstellung von a .

Schlechtester Fall:

Die worst case Rechenzeit beträgt � ^ _ Takte.

Beispiel:

Addition von 1 zu 111. . . 1.

Mittlerer Fall

Wir nehmen eine Gleichverteilung auf der
Eingabenmenge an. Es gibt d /he7i Eingaben, die mit
�jUk!l_m!Sn�nGn)!l_*� enden, wobei am Ende o p _ Einsen
stehen. Hinzu kommt die Eingabe ac� d / p _ für die das
Addierwerk � ^ _ Takte benötigt.
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Mittlerer Fall
� � �� � �

Die average case Rechenzeit �
q-���7� beträgt also:

� q ���7� � d e
/ � 8 fsr7iLr
/ d /*e7i o ^ ��� ^ _h� )

Es ist

fsr7iLrt/
d /*e7i o � �kd /he
/ ^ n)n�nu^ d vLd /*e \ ^ _ vLd /*egf

� d(w ^ n�n)nu^ d /hekx ^ d /he \ ^ d /hegf
^ d(w ^ n�n)nu^ d /hekx ^ d /he \
^ d w ^ n�n)nu^ d /hekx
...

^ d w
� �Nd / p _h�y^ n�n)nu^ �Nd f p _h�
� d /{z f p d p �
n

Demnach ist
� q ���7� � d e
/ �Nd /{z f p d p � ^ ��� ^ _h�G� � d p d e
/ .

Es genügen also im Durchschnitt 2 Takte um eine
Addition von 1 durchzuführen.
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5 Funktionenklassen
� � �� � �

Groß-O-Notation: | -, } - und ~ - Notation beschreiben
obere, untere bzw. genaue Schranken.

Idee: Beim Aufwand kommt es auf Summanden und
konstante Faktoren letztendlich nicht an.

Gründe:
- Interesse an asymptotischen Verhalten für große
Eingaben,
- Genaue Analyse oft technisch sehr
aufwendig/unmöglich
- Lineare Beschleunigungen sind leicht möglich (Tausch
von Hard- und Software)

Ziel: Komplexitätsmessungen mit Hilfe von
Funktionenklassen, z.B. | �N�
� Menge von Funktionen,
die die gleiche

”
Größenordnung“ von � haben.
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Landau’ sche � -Notation
� � �� � �

� � | �B�]� (in Worten: � wächst nicht schneller als � ),
wenn �h� � ��� z !�� w � ��� !X��� � � w � �����7� b ���(���7� .

� � } �B�]� ( � wächst mindestens so schnell wie � ),
wenn � � | �N��� ist.

� � ~ �B�]� ( � und � sind von der gleichen
Wachstumsordnung), wenn � � | �B�]� und � � | �N���
gelten.

� � �-�B�]� ( � wächst langsamer als � ), wenn �����7�����(���7�
eine Nullfolge ist.

� � � �B�]� ( � wächst schneller als � ), wenn � � �-�N�
� ist.

In Ottmann/Widmayer

| �B�]� � �R�,�I�*� T U�!�� T Uk!X�(� � ������� b ���(���7��^ ��#

und

} �B�]� � �l�
�l�*� T Uk!0� � viele � � �����7� � ���(���7�G#
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Bemerkung en
� � �� � �

Schreibweise: � � | �B�]� statt � � | �B�]� .

Aber aus � � | �B�]� und � � | �N�
� folgt nicht
| �B�]� � | �N��� !

Schreibweise: | ��� WZY([ �7� statt | �N�
� mit
�����7� � � WZY([ � oder | �N�]�
n���� WZY([ �7�G� .

Minimalität: Die angegebene Größenordnung muß nicht
minimal gewählt sein (s.o.)

Asymptotik: Erst bei großen � wird die Größenordnung
relevant

Konstanten: Die Konstanten � und � w (bzw. � und � )
können für kleine � großen Einfluß haben.
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Visualisierung
� � �� � �

������� � | �B�(�����G�
� �<� w � ��� !�� � ��� z �(� � � w � �����7� b ���(�����

� WE���/�  ¡ �����7�����(���7� � �

n0

c=0.5

f(n)=  n

g(n)=n

Die Regel von L’Hospital

W¢���/-  ¡ �����7�����(���7� � � � WE���/�  ¡ ��£¤���7������£¤���7� � �
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Weitere Eigensc haften
� � �� � �

1. Für monoton steigende Funktionen � ¥¦ U sind beide
Definitionen für Groß-O äquivalent.

2. Es gibt Funktionen in denen beide Definitionen von }
voneinander abweichen (erste Definition ist schärfer).

3. Für alle o ist � i � �-�Nd / �

4. Es seien § f und § \ Polynome vom Grad ¨ f bzw. ¨ \ ,
wobei die Koeffizienten von �
©Rª und �
©¬« positiv sind.
Dann gilt:

a) § f � ~ �­§m\�� � ¨ f � ¨�\
b) § f � �-�­§�\m� � ¨ f ® ¨�\
b) § f � � �­§m\*� � ¨ f T ¨�\

5. Für alle o T U und ¯ T U gilt WZY�[ i � � �-����°"�

6. d /-± \ � �-�Nd / �
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O-Kalk ül
� � �� � �

Einfache Regeln:
� � | �N�
�
| �N| �N�
�G� � | �N�
�
oh| �N��� � | �N��� für konstantes o
| �N� ^ o²� � | �N�
� für konstantes o
Additionsregel: | �N�
�³^ | �B�]� � | �G� ´-µ]�l��!¶�]#��
Multiplikationsregel: | �N���·vL| �B�]� � | �N� vS�]� .
Beweis (Additionsregel und Multiplikationsregel): Seien
�h� f !�� \ � ��� z und � f !�� \ � ��� mit � f ���7� b � f �����7� für
alle � � � f und �
\]����� b �0\I�(���7� für alle � � �
\ .

Dann gilt für alle � � � w :

Additionsregel: � f ���7�y^ �
\]����� b �yv&� ´-µ]�l�����7�s!"�(�����G# ,
wobei � � � f ^ �0\ und � w � � ´-µ]�L� f !��
\�# ist.

Multiplikationsregel: � f �������
\2����� b �¬�����7���(���7� , wobei
� � � f � \ und � w � � ´-µ]�L� f !�� \ # ist.

Additionsregel für die Komplexität der
Hintereinanderausführung der Programme.
Multiplikationsregel für die Komplexität von
ineinandergeschachtelten Schleifen.
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Hierar chie von Größenor dnungen
� � �� � �

| �R_h� : konstante Funktionen

| ��WZY([ ��� : Logarithmische Funktionen

| ��WZY([ \ ��� : Quadratisch logarithmische Funktionen

| ���7� : Lineare Funktionen

| ��� WZY([ �7� : - keine spezielle Bezeichnung -

| ��� \ � : quadratische Funktionen

| ��� x � : kubische Funktionen

| ��� i � : polynomielle Funktionen (für o fest, beliebig)

genauer: � heißt polynomiell beschränkt, wenn es ein
Polynom § mit � � | �­§(� gibt.

| �Nd / � : exponentielle Funktionen

genauer: � wächst exponentiell, wenn es ein ¯ T U mit
� � ~ �Nd /�¸ � gibt.
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Skalierbarkeiten
� � �� � �

Annahme: Rechenschritt 0.001 Sekunden. Maximale
Eingabelänge bei gegebener Rechenzeit.

Laufzeit T(n) 1 Sekunde 1 Minute 1 Stunde
� 1000 60000 3600000

� WZY([ � 140 4895 204094
� \ 31 244 1897
� x 10 39 153
d / 9 15 21

Maximale Eingabelänge in Abhängigkeit der
Technologie ( WZY�[ _{U § � W¹Y([º§ ^ W¹Y([ _»U ¼ WZY([³§ ,½ n¾_{¿ \ ¼ _{U�!�d�nÀ_-Á x ¼ _{Uk!�d x-Â4x ¼ _{U��

Laufzeit T(n) alt neu (d.h. 10-mal schneller)
� § _»U §

� WZY([ � § (fast 10)§
� \ § ½ n¾_»¿ §
� x § d�n¾_�Á-§
d / § § ^ ½ n ½
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Exponentielle Algorithmen
� � �� � �

Oft gibt es keine andere Möglichkeit als alles
durchzuprobieren. Beispiel: Finden einer Rundreise in
einem Graphen mit minimalen Kosten (Travelling
Salesman Problem): Probiere alle Knotenfolgen und
berechne Kosten.

Allerdings: Es konnte bisher nicht bewiesen werden, daß
dies Problem tatsächlich exponentielle Laufzeit benötigt.
Es gibt aber Aufgaben, die beweisbar exponentielle Zeit
erfordern.

In der Theoretischen Informatik wird die Grauzone zur
Lösung von Problemen durch Algorithmen mit garantiert
polynomiellen und garantiert exponentiellen Laufzeiten
analysiert.

NC

P

NP

PSPACE

EXPTIME
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Zeitaufwand für Programmst ück Ã � � �� � �

1. Ä ist einfache Zuweisung (read, write, . . . ):
�¬�RÅ¬Æ)��Ä � � �S�L��ÅSÆÇ� | �R_h�

2. Ä ist Folge von Anweisung: Additionsregel anwenden

3. Ä ist if-Anweisung:

a) if (cond) B; �S�lÅSÆ)��Ä � � �S�lÅ¬Æ��N�¬�s�k¨{�³^ �S�lÅSÆ)�NÈ �

b) if (cond) B; else C

�¬�RÅ¬Æ)��Ä � � �S�lÅSÆ)�N�S�L��¨{�y^ � ´-µ]�l�S�lÅSÆ)�NÈ �s!0�S�lÅSÆ)�NÉ �G#

4. Ä ist eine Schleife:

�¬�RÅ¬Æ)��Ä � � 8 Umlauf Ê �l�S�lÅSÆ)� Anweisungen aB�y^
�¬�RÅ¬Æ)� Terminierungsbedingung aB�G#

oft

�¬�RÅ¬Æ)��Ä � � Ë Umläufe vu�R�¬�RÅ¬Æ)� Anweisungen ��^
�¬�RÅ¬Æ)� Terminierungsbedingung �G#
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6 Beispiele
� � �� � �

Analyse von Bubble-Sort: Sortiert die Zahlen im Array
a[1..n] durch wiederholtes Vertauschen

Algorithmus:

repeat

for i= 1..n-1

if (a[i] > a[i+1])

swap(a[i],a[i+1])

until (keine Vertauschun-

gen mehr notwendig)

Abschätzen der Anzahl von Vergleichen:

Worst Case: Innere Schleife: � p _ Vergleiche, maximal
� Durchläufe (Minimum an a[n]) der äußeren SchleifeÌ | ��� \ �

Best Case: Array ist bereits sortiert: Ende nach einem
Durchlauf Ì | ���7�

Average Case: auch | ��� \ � viele Vergleiche ausgeführt.
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Das Maxsummenpr oblem
� � �� � �

Problem: Finde ein Index-Paar ��a�!6Íh� in einem Array
a[1..n] von ganzen Zahlen für das
����a�!6Íh� � � Ê ^ n�n)nI^ �lÎ maximal ist. Als Rechenschritte
zählen arithmetische Operationen und Vergleiche.

Der naive Algorithmus:

Es werden alle ����a�!XÍ*� Werte berechnet werden und
daraus der maximale � -Wert ermittelt. Offensichtlich
genügen zur Berechung von ����a�!XÍ*� genau Í p a
Additionen. Der Algorithmus startet mit � ´�µ Ï ���R_m!R_h�
und aktualisiert � ´-µ wenn nötig.
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Anal yse Naiver Algorithm us
� � �� � �

Es gibt Í Paare der Form ��v�!6Íh�

# Vergleiche: Ð f ����� � �N8 fsr Î r
/ Íh�Ñp _ � | ��� \ �

# Additionen:

Ä f ���7� �
fLr Ê r
/ Ê r Î r
/

�6Í p aB�

�
fLr Ê r
/ fsr7iLr
/*e Ê

o

� | ��� x �

# Zusammen:
� f ���7� � Ð f �����
^ Ä f ����� � | ��� \ ��^ | ��� x � � | ��� x � .

Tatsächlich auch } ��� x � .
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Der etwas bessere Algorithm us
� � �� � �

Der naive Ansatz berechnet � f ^ �-\ für
���R_m!Ndk�s!����R_m! ½ �s!)n�n)n)!N���R_�!��7� , also ��� p _h� -mal.

Besser geht’s mit folgender Erkenntnis. Es gilt:

����a�!XÍ ^ _*� � ����a�!XÍ*�g^ � Î z f

Damit braucht man für alle ����a�!)vÒ� -Werte genau ��� p aB�
Additionen.

# Vergleiche: Ðm\]����� � Ð f ���7� � | ��� \ � .

# Additionen:
Ä \]���7� � 8 fsr Ê r
/ ��� p aB� � 8 fsr7iLrt/hegf o � | ��� \ � .

# Zusammen: �
\]���7� � ÐÓ\]���7�y^ Ä \]���7� � | ��� \ � .
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Divide-And-Con quer
� � �� � �

Annahme: � � d i . Unterteilung der zu untersuchenden
Paare ��a�!XÍ*� in drei Klassen:

- _ b a�!XÍ b ���Id
- _ b acb �Ô�ud ® Í b �
- ���Id ® a�b Í b �

Wenn wir die Probleme für die drei Klassen gelöst
haben, erhalten wir den “Gesamtsieger” in 3
Vergleichen.

Das erste und dritte Problem sind vom gleichen Typ, wie
das Ausgangsproblem und werden rekursiv mit dem
gleichen Ansatz gelößt.
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Anal yse Divide-and-Conqu er
� � �� � �

Für das zweite Problem gibt es eine effiziente direkte
Lösung. Betrachte:

�(��aB� � � Ê ^ n)n�nu^ � /�± \ und ���6Í*� � � /�± \ z f ^ n�n)nI^ � Î

Dann gilt: ����a�!6Íh� � �(��aB�g^ ���6Íh� und: Um � zu
maximieren, reicht es aus � und � einzeln zu
maximieren.

Berechne nacheinander

�(���Ô�udk� � � /�± \ !
�(���Ô�Id p _h� � � /�± \ egf ^ � /-± \ !

n)n)n�!
�(�R_h� � � f ^ n�n)nu^ � /-± \

und danach den max. � Wert in ���Ô�ud p _h� Vergleichen
und ���Ô�ud p _h� Additionen.

Berechne den maximalen � analog.

Damit ergeben sich für das zweite Problem insgesamt
� p _ Additionen und � p d Vergleiche, also d2� p ½
Operationen, obwohl die Klasse � \ �lÕ Paare ��a�!XÍ*�
enthält.
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Anal yse Divide-and-Conqu er
� � �� � �

Rekursionsgleichung (2 Vergleiche um Maximum der
Gruppen zu finden)

� x �R_*� � U
� x �Nd i � � d�� x �Nd iLe�f �y^ d vsd i p _

� ÕÓ� x �Nd iLe \ �y^ d��Nd vGd iLe�f p _h�y^ d vLd i p _
� ÕÓ� x �Nd iLe \ �y^ �Nd iGz f p dk��^ �Nd iGz f p _*�
� Ö�� x �Nd iLe�x �y^ �Nd iGz f p Õ���^ �Nd iGz f p d��

^ �Nd iGz f p _h�
� n�n)n

Nun raten wir die Lösung der Rekursionsgleichung

� x �Nd i � � dØ×Ò� x �Nd iLe ×À�y^ 8 fsr Ê r × �Nd
iGz f p d Ê egf �

und verifizieren die Vermutung mit einem
Induktionsbeweis. Wir benutzen, da wir � x �R_h� kennen,
die spezielle Lösung für Ùk� o
� x �Nd i � � U ^

fsr Ê r7i
�Nd iGz f p d Ê e�f �

� d�ohd i p �Nd i p _h�
� �Nd�o p _h�Sd i ^ _ � �Nd WZY([ � p _*�0� ^ _
� | ��� WZY([ �7�sn
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Der clevere Algorithm us
� � �� � �

Scanline-Prinzip: Wir wollen Problem in ÚÛ_mn�n���Ü lösen und
wollen die Eingabe nur einmal von links nach rechts
lesen. Dafür müssen wir genügend Information
bereitstellen:

Wir verwalten dabei nach dem Lesen von � i in � ´-µ den
größten Wert von ����a�!ÝÍh� aller Paare ��a�!XÍ*� für
_ b acb Í b o .

Für o � _ setzen wir � ´-µ auf � f .

Konkurrenten sind Paare ��a�!XÍ*� mit o ® a und Paare
��a�!XÍ*� mit aÞb o ® Í . Über die erste Menge wissen wir
noch nichts, da wir erst � f !�nGn)n�!�� i gelesen haben. Vom
Divide-and-Conquer Algorithmus wissen wir, daß für die
zweite Menge nur die � -Werte

�(��aB� � � Ê ^ n�n)nI^ � i
interessant sind. Deshalb verwalten wir zusätzlich

� ´-µ�ß � � ´�µ fsr Ê r�i �)�(��aB� � mit �(��aB� � � Ê ^ n�n)nu^ � i # .
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Aktualisierung und Anal yse
� � �� � �

Sei nun � iGz f gelesen. Wir erhalten die neuen � -Werte

�I/-àâáØ��aB� � � q ×äã ��aB��^ � iGz f , für _ b aÞb o
�I/-àâáØ��aB� � � iGz f , für a,� o ^ _

Also � ´-µ ß/-àâá � � ´�µ²��� ´-µ ßq ×åã ^ � iGz f !N� iGz f #

Für � ´-µ /-àâá kommen folgende Paare ��a�!6Íh� in Frage:

_ b acb Í b o (maximaler Wert � ´-µ q ×åã )_ b acb o2!XÍ � o ^ _ (maximaler Wert � ´-µ�ß/-àâá )

Also kann � ´�µ-/�àÝá mit einem Vergleich aus � ´-µ q ×åã und
� ´-µ�ß/-àÝá berechnet werden.

Bei der Verarbeitung von � i , d b o b � , genügen also 3
Operationen, demnach ist ��æØ���7� � ½ � p ½ � | ���7�sn
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Zusammestellung der Ergebnisse
� � �� � �

Naiv: � f ���7� � | ��� x �
Besser: � \ ���7� � | ��� \ �
Divide-and-Conquer: � x ���7� � | ��� WZY([ ���
Scanline: ��æØ���7� � | ���7�

Es sollte sich das beruhigende Gefühl breitmachen, daß
es sich lohnt, in das Algorithmendesign zu investieren!
Der clevere Algorithmus kann sehr viel größere
Eingaben verarbeiten.
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7 Master theorem
� � �� � �

Eine Kochbuchmethode zum Bestimmen des
asymptotischen Wachstums von Funktionen, die durch
Rekursionsgleichungen gegeben sind:

� ���7� � � falls � b ¨
��� �����I�G�g^ ������� falls �
ç�¨ .

mit ganzzahligen Konstanten � � _ und ¨ � _ und
reelen Konstanten � � _ und � T _ und einer reellen
Funktion �����7� � U für � � ¨ . Unterscheide drei Fälle:

1. �j�*¯ T U�� ������� � | ���,è	é Flê q e ° � Ì

� ���7� � ~ ��� è	é Flê q �
2. �j�*o � U�� �����7� � ~ ��� è	é F ê q ��WZY([ ��� i � Ì

� ���7� � ~ ��� è	é F ê q ��WZY([ �7� iGz f �
3. �j�*¯ T U�� ������� � } ��� è	é FLê q z ° � und

�j�*ë ® _h� ��� � ¨{� �{�����Ô�u�G� b ël�����7� Ì

� ���7� � ~ �N�����7�G�
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Beispiele Master theorem
� � �� � �

1. � ���7� � Õ]� ���Ô�udk��^ � ; � � Õ , � � d , ������� � � .
Mit � è	é F « æ � � \ ist

� ���7� � ~ ��� \ � !
da Fall 1 gilt: � � �����7� � | ��� \ e ° � für ¯Ç� _ .

Genau: � ����� � d2� \ p �
2. � ���7� � � ���Ô�udk�y^ _ ; � � _ , � � d , �����7� � _ . Mit

� è	é F « f � _ ist

� ���7� � ~ ��WZY([ �7� !
da Fall 2 mit o � U gilt.

Genau: � ����� � W¹Y([ � ^ _
3. � ���7� � dm� ���Ô�udk��^ � WZY([ � ; � � d , � � d ,

�����7� � � WZY([ � . Mit � è	é F « \ � � ist

� ���7� � ~ ��� W¹Y([ \ �7� !
da Fall 2 mit o � _ gilt.

4. � ���7� � � ���Ô� ½ �y^ � W¹Y([ � ; � � _ , � � ½
,

�����7� � � . Mit � è	é Fíì f � _ ist

� ���7� � ~ ���7� !
da Fall 3 gilt: �����7� � } ��� w z ° � für ¯Ç� _ und
�»�����Ô�u�G� � ��� ½ � �����7��� ½ für ë � _{� ½
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