11 Terme

e "“Worte mit Struktur”

e weitere Verallgemeinerung von
— Induktion

— Primitiver Rekursion

e Grundlage fiir
— interessante Datenstrukturen (Baume)
— Beschreibung von Syntax

— Beschreibung von Semantik
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11.1 Rangalphabet

Definition Ein Rangalphabet ist ein Paar (X; o) wobei
o > ={Fy,...,F,} ist eine endliche Menge von Operationssymbolen und

e 0 :Y — N ist eine Abbildung (die Stelligkeit).

Schreibweisen
e X(W ={Fc¥|o(F)=n}
die Menge der n-stelligen Operationssymbole
o FIW) &%)
ist gleichbedeutend mit F € ()
I ist n-stelliges Operationssymbol
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Beispiele

e Ein Rangalphabet fiir Zahlen mit Rechenoperationen:

Q0 = {0}
QW = {succ, pred} einstellige Operationssymbole
9(2) — {+7 ) *}

e Rangalphabet fiir Formeln der Aussagenlogik

r® = {o,L} Konstanten
rM = {=} einstellige Symbole
I'® = {AV,=, <} zweistellige Symbole

e Achtung: Nur Symbol mit Stelligkeit, keine Bedeutung impliziert!
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11.2 Definition: Terme mit Variablen

Sei (3;0) ein Rangalphabet.
Sei X eine Menge von Variablen mit X N X = ().

Die Menge der >-Terme iiber X ist die kleinste Menge Tx(X) C (X U X)* mit den
Eigenschaften:

1. X C Ts(X)

jede Variable ist ein Term

2. Falls t,...,t, € Ts(X) und F € (™ dann auch t = F't;...t, € T5(X).

Die Terme t1,...,t, heiBen (direkte) Teilterme von ¢.

Bemerkung: e F'ty...t, steht fiir F'app(ti,app(...,tn)...)
e Statt T () schreibe T5..
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Beispiele

Sei X = {a,b,c} eine Menge von Variablen.

o 0= {00 succV), pred? +2) —2) 42}
()-Terme iiber X sind:

0 a b c
succ() predb + a0
+ % abc

o [ = {0(0), L(O), ﬁ(l), /\(2), \/(2)7 $(2), @(2)}
I'-Terme tber X sind:

-0 —-a A ab
AV aL—-b
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11.3 Eindeutige Termzerlegung

Satz Jeder Term t € Tx(X) ist entweder

atomar:
t € X oder t € (0 oder

zusammengesetzt
t=Fty...t, mit FeX™ n>1

Dabei sind die Terme t; ...t%,, eindeutig bestimmt.
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Beweis

e beachte Tx(X) C (XU X)*

e kann durch Wortinduktion iiber w € (X U X)* oder durch vollstandige Induktion
tiber len(w) € N geschehen

e Aussage muss verallgemeinert werden zu:

Fiir alle w € (U X)* gilt:
Fallsw=t;...t, undw=1t]...t

mit t1,...,t,,th, ..., t € Tx(X),
dann gilt n =m und (V1 <i <n)t; =t.

e Urspriingliche Aussage: setze n =1
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11.4 Notation fiir Terme
11.4.1 Polnische Notation (Lukasiewicz)

Schreibweise nach Definition 11.2:

AV aL—b

11.4.2 Umgekehrte Polnische Notation (UPN, RPN)

erst Teilterme, dann Operationssymbol
al Vb—-A

nicht: Polnische Notation riickwarts
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11.4.3 Prafixnotation mit Klammern

Schreibweise: F(tq,...,t,) fir F(") € %

A(V(a, L), ~(D))

11.4.4 Infix—Notation

Schreibweise fiir zweistellige Operatoren im Zusammenhang mit 11.4.3
(aVL)A(—D))

Vorrangregeln zum Einsparen von Klammern

11.4.5 Alternative Prafixnotation

Schreibweise: (F't;...t,) fir F(") ¢ ¥

(A(Val)(=b))
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11.4.6 Baumnotation

N
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11.5 Bedeutung fiir Terme

Definition Sei (3J;0) ein Rangalphabet. Sei A eine Menge.
Fiir jedes n € N sei
a:Z(n)H{f]f:A"HA}
eine Abbildung, die einem n-stelligen Funktionssymbol eine n-stellige Abbildung
tiber A zuordnet: Fy := a(F).
Dann ist A = (A; «) eine 3-Algebra.
Die Funktionen F4 heiBen Operationen der Algebra.
Die Menge A heiBt Tragermenge der Algebra A.
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Beispiel Rangalphabet I' = {0©) L© (1) A(®) v(2)}

Standardinterpretation: Boolesche Algebra

Tragermenge B ={0,1} C N

Oz=0 0-stellige Symbole werden zu Konstanten

L =1
—p(r)=1—=x
Ap(,y) = min(z,y)
Vp(z,y) = max(z,y)

Andere Interpretation

Vorlaufige Version

Tragermenge C' = {x}

Oc =«

Lo = %
o) =2
Ac(T,y) = *
Vo(z,y) = *
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11.6 Interpretation von Termen

Satz Sei X eine Menge von Variablen, 3 ein Rangalphabet, A = (A4, «) eine
>-Algebra und f : X — A eine Belegung der Variablen.

Dann wird durch:

f(x) = f(x) falls v € X
(¥) F(Fti...tn) = Fa(f(t1),-... f(tn))

eine Abbildung f : T (X) — A eindeutig bestimmt.

Bemerkungen:
e Die Abbildung f heiBt Auswertung oder Interpretation.
e Die Abbildung f ist ein Katamorphismus (wegen (x)).
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Beispiel: Auswertung von logischen Formeln

Betrachte wieder die I'-Algebra B:
Sei X = {a,b} und f: X — B definiert durch f(a) =0 und f(b) = 1.

f(havib-a) = Ap(f(a), f(Vba))

min(0,V(f(b), f(—a)))
= min(0, max(1, -5(f(a))))
= min(0, max(1,1 —0))

I
o
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Beispiel: Tiefe eines Terms

Betrachte die Algebra D = N (zu beliebigem ) mit

Fp = 0 falls F € %)
Fp(zi,...,2,) = 14 max(zq,...,2,) falls FeX(™ n>0

Mit d : X — D definiert durch d(z) = 0 liefert d(t) die Tiefe des Terms ¢, d.h. die
maximale Schachtelungstiefe von Operatoren.

d(ha Vv b=a) = Ap(d(a),d(Vb-a))
= 1+ max(0, \/D(Cz(b), Ci(_‘ a)))
= 1+ max(0,1 4+ max(0, ﬁD(CZ(aJ))))
= 1+ max(0,1 4+ max(0, 1 + max(0)))

= 3
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11.7 Beweisprinzip: Terminduktion

Eine Eigenschaft P(t) gilt fiir alle t € Tx(X) falls

[Induktionsbasis 1]
(Vx € X) P(x) gilt und

[Induktionsbasis 2]
(VEF € () P(F) gilt und

[Induktionsschritte]
(Yn > 0) (VF € 2(") (V... .t, € Ts) P(ti) A...ANP(t,) = P(Fty...t,)
D.h., falls P(¢1) und ... und P(t,) fiir beliebige t1,...,t, gelten, so gilt auch
P(Fty...t,), wobei F ein beliebiges Operationssymbol der Stelligkeit n ist.
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11.8 Zusammenfassung

e Terme beschreiben die syntaktische Struktur von
— logischen Formeln
— arithmetischen Ausdriicken

— Programmen

e Algebren liefern die Interpretation (Bedeutung, Semantik) von Termen
— Wahrheitswert einer Formel
— Wert eines arithmetischen Ausdrucks

— Bedeutung eines Programms
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