Kapitel 6

Praktische Datenstrukturen

Eine besonders praktische Datenstruktur ist der Bindrbaum. Auf Bindrbdumen las-
sen sich eine Reihe praktischer Datenstrukturen aufbauen. In diesem Kapitel dienen
Suchbdume und Baume fiir Huffman-Codierung als Beispiele.

6.1 1letrec

Es ist Zeit fiir ein weiteres Sprachelement: Fiir Rekursion war es bisher haufig
notwendig, eine separate Hilfsprozedur zu schreiben, welche die rekursiven Aufrufe
vornimmt. Ein typisches Beispiel ist die endrekursive Fassung von factorial:

(define factorial
(lambda (n)
(factorial-1n 1)))

(define factorial-1
(lambda (n result)
(if (=n 1)
result
(factorial-1 (- n 1) (* n result)))))

Dies ist auf Dauer etwas umsténdlich, da jedesmal ein neuer Name verbraucht wird.
Auflerdem miissen ggf. zusétzliche Daten an die Hilfsprozedur iibergeben werden
miissen, welche bei jedem rekursiven Aufruf unverdndert durchgereicht werden.

Die offensichtliche Abhilfe wire, die Hilfsprozedur an eine lokale Variable zu
binden. Hierzu steht uns let zur Verfligung. Leider erlaubt let keine Rekursion,
da die Namen auf der linken Seite in den Ausdriicken auf der rechten Seite nicht
sichtbar sind. Ebenso ist es bei let* (schlieflich auch nur syntaktischer Zucker fiir
let), bei dem zusétzlich zur let-Situation auch noch die dariiberliegenden Bin-
dungen sichtbar werden. Darum gibt es noch ein drittes Mitglied der let-Familie,
mit Syntax identisch zu der der beiden anderen. Letrec zeichnet sich dadurch aus,
daf alle Variablen auf den linken Seite in den Ausdriicken auf den rechten Seiten
sichtbar sind.

(define factorial
(lambda (n)
(letrec
((factorial-1
(lambda (n result)
(if (=n 1)
result

39
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(factorial-1 (- n 1) (* n result))))))
(factorial-1 n 1))))

Letrec ist nach derzeitigem Kenntnisstand noch nicht in andere, einfachere Spra-
chelemente {ibersetzbar.

6.2 Binare Baume

Binédre Biume treten in verschiedenen Varianten auf. Die hier betrachteten bindren
Béiume (meist kurz ,,Baume* genannt) gehoren zu einer der folgenden Klassen:

e ein leerer Baum,
¢ ein Blatt, das ganz unten in einem Baum steht und eine Markierung besitzt,
e cin (innerer) Knoten, der sich innen im Baum befindet, und

— eine Markierung,
— einen linken Teilboum und

— einen rechten Teilbaum
besitzt.

(In vielen Realisierungen von Biumen fehlen entweder die leeren Baume oder die
Knoten. Blétter lassen sich beispielsweise als Knoten mit zwei leeren Teilbdumen
reprasentieren. Der Vollstandigkeit halber gibt es hier alle drei.)

Baume lassen sich mit dem iiblichen Schema reprasentieren und abstrahieren.
Dabei halten drei unterschiedliche Typen fiir die drei unterschiedlichen Sorte Bdume
her. Zunichst die leeren Baume:

(define empty-tree-type (make-type ’empty-tree))

(define make-empty-tree
(lambda ()
(make-typed-object empty-tree-type #f)))

(define empty-tree? (typed-object-predicate empty-tree-type))

Das #f kommuniziert dabei keine Information, aber aufgrund der Schnittstelle von
make-typed-object muf irgendetwas dort stehen.
Blétter fiihren noch die Markierung mit;:

(define leaf-type (make-type ’leaf))

(define make-leaf
(lambda (label)
(make-typed-object leaf-type label)))

(define leaf? (typed-object-predicate leaf-type))

(define leaf-label
(lambda (leaf)
(typed-object-value leaf-type leaf)))

Knoten sind reprasentiert aus einem Paar, dessen car die Markierung und dessen
cdr ein Paar aus linkem und rechtem Teilbaum ist:
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(define node-type (make-type ’node))

(define make-node
(lambda (label left-branch right-branch)
(make-typed-object node-type
(cons label
(cons left-branch
right-branch)))))

(define node? (typed-object-predicate node-type))

(define node-label
(lambda (node)
(car (typed-object-value node-type node))))

(define node-left-branch
(lambda (node)
(car (cdr (typed-object-value node-type node)))))

(define node-right-branch
(lambda (node)
(cdr (cdr (typed-object-value node-type node)))))

Basierend auf diesen Prozeduren lassen sich zwei gelegentlich niitzliche abgeleitete
Prozeduren definieren.

(define nonempty-tree-label
(lambda (tree)
(if (leaf? tree)
(leaf-label tree)
(node-label tree))))

(define tree?
(lambda (value)
(or (empty-tree? value)
(leaf? value)
(node? value))))

6.3 Suchbaume

Eine typische Anwendung fiir Bdume sind Suchbdume, eine Reprisentation fiir Men-
gen. Suchbidume arbeiten effizienter als Listen, wenn sie Mengen représentieren: Fi-
ne Liste muff Element fiir Element abgearbeitet werden um festzustellen, ob sich
ein Element darin befindet. Bei Suchbdumen mufi auf den Elementen eine totale
Ordnung definiert sein. Suchbdume sind dann B&ume mit folgender Eigenschaft:

e Alle Markierungen des linken Teilbaums eines Knotens haben eine kleinere
Markierung als die Markierung des Knotens.

e Alle Markierungen des rechten Teilbaums eines Knotens haben eine grofere
Markierung als die Markierung des Knotens.

Also 148t sich durch Ansicht der Markierung eines Knotens feststellen (wenn diese
nicht sowieso schon die gesuchte ist), in welchem Teilbaum des Knotens eine gesuchte
Markierung stecken muf.

Fiir Suchbdume wird eine ein neuer Typ definiert:
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(define search-tree-type (make-type ’search-tree))

Suchbdume bestehen — neben dem Baum selbst — noch aus der Ordnung und einer
Gleichheitsrelation (die natiirlich zueinander passen miissen):

(define make-search-tree
(lambda (= < tree)
(make-typed-object search-tree-type
(cons (cons = <) tree))))

Dabei make-search-tree nur ,jintern“ verwendet werden. Dieser Konstruktor ist in
gewisser Weise gefihrlich, da er es erlaubt, Werte vom Typ mit Namen search-tree
zu erzeugen, welche die Suchbaumeigenschaft nicht erfiillen. Stattdessen fangen alle
Suchbdume beim leeren Suchbaum an:

(define make-empty-search-tree
(lambda (= <)
(make-search-tree = < (make-empty-tree))))

Prédikat und Selektoren gehen streng schematisch:

(define search-tree? (typed-object-predicate search-tree-type))

(define search-tree-<
(lambda (search-tree)
(cdr (car (typed-object-value search-tree-type search-tree)))))

(define search-tree-=
(lambda (search-tree)
(car (car (typed-object-value search-tree-type search-tree)))))

(define search-tree-tree
(lambda (search-tree)
(cdr (typed-object-value search-tree-type search-tree))))

Zunichst zum Elementtest. Dazu werden die Komponenten des Suchbaums extra-
hiert; dann wird eine Hilfsprozedur aufgerufen, die nicht jedesmal alles auspacken
muf:

(define search-tree-member?
(lambda (element search-tree)
(let ((= (search-tree-= search-tree))
(< (search-tree-< search-tree)))
(letrec
((member?
(lambda (tree)
(cond
((empty-tree? tree)
#£)
((= (nonempty-tree-label tree) element)
#t)
((leaf? tree)
#£)
((< element (node-label tree))
(member? (node-left-branch tree)))
(else
(member? (node-right-branch tree)))))))
(member? (search-tree-tree search-tree))))))
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Die Prozedur search-tree-insert fiigt ein neues Element in den Suchbaum ein
und erhélt dabei die Suchbaumeigenschaft.

(define search-tree-insert
(lambda (element search-tree)
(let ((= (search-tree-= search-tree))
(< (search-tree-< search-tree)))
(letrec
((insert
(lambda (tree)
(cond
((empty-tree? tree)
(make-leaf element))
((= element (nonempty-tree-label tree))
tree)
((leaf? tree)
(make-node element
(if (< element (leaf-label tree))
(make-empty-tree)
tree)
(if (< element (leaf-label tree))
tree
(make-empty-tree))))
((< element (node-label tree))
(make-node (node-label tree)
(insert (node-left-branch tree))
(node-right-branch tree)))
(else
(make-node (node-label tree)
(node-left-branch tree)
(insert (node-right-branch tree))))))))
(make-search-tree = < (insert (search-tree-tree search-tree)))))))

6.4 Huffman-Baume

Eine andere der vielen Anwendungen von Bindrbaumen liegt in der Codierungstheo-
rie: Huffman-Bdume dienen dazu, Daten als Folge von Bits (also von Nullen und
Einsen) zu représentieren. Fiir Textdaten gibt es z.B. eine ganze Reihe von Stan-
dards, in denen jeweils ein Buchstabe durch eine feste Folge von Bits dargestellt
wird. Beispiele hierfiir sind ASCII (7 Bits, fiir den angelséchsischen Sprachraum)
und ISO Latin 1 (8 Bits, fiir den westeuropéischen Sprachraum). Diese Codierungen
werden auch auch Codierungen mit fester Linge genannt.

Die Codierungen fester Lange haben den Nachteil, daff Symbole, die so gut wie
gar nicht in realen Texten vorkommen, trotzdem den gleichen Platz in der Codie-
rung einnehmen wie solche, die stindig vorkommen. Deswegen ist es gelegentlich
vorteilhaft, Codierungen mit variabler Linge zu verwenden, in denen haufig ver-
wendete Symbole weniger Bits beanspruchen als selten verwendete Symbole. (Im
Morse-Alphabet ist ,,E“ ein einzelner Punkt.)

Codierungen variabler Linge sind schwieriger zu konstruieren als solche mit
fester Lange: Angenommen, ,JE¢ ist codiert als 0, und ,,S“ ist codiert als 00. Steht
nun die Bitfolge 000 fiir ,,EEE“, | SE“ oder ,,ES“? Eine Losung fiir das Problem ist,
einen speziellen Separator-Code zu verwenden, um die Grenzen zwischen Symbolen
zu markieren. (Eine Pause im Morse-Alphabet.) Eine andere Losung ist es, die
Symbole so zu codieren, daf niemals der Code fiir ein Symbol der Anfang (oder
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Prifirz) des Codes eines anderen Zeichens ist. Solche Codierungen heiffen Prafiz-
Codierungen. Der Code fir ,E* und ,,S* oben erfiillt diese Eigenschaft nicht, da 0
ein Prafix von 00 ist.

Effektive Préfix-Codierungen benutzen kurze Codes fiir hdufig vorkommende
und lange fiir selten vorkommende Symbole. Eine Methode fiir die Konstruktion
solcher Codierungen ist die Huffman-Methode. Eine Huffman-Codierung kann als
bindrer Baum représentiert werden, dessen Blatter mit den Symbolen markiert sind.
Jeder Knoten ist mit der Menge der Symbole der Blitter markiert, die unter ihm
liegen. Zuséatzlich wird jedes Blatt und jeder Knoten mit einem Gewicht markiert:
Bei Blittern steht das Gewicht fiir die relative Haufigkeit des Symbols, bei einem
Knoten fiir die Summe der Gewichte unter ihm. Die Gewichte werden weder fiir die
Codierung noch fiir die Decodierung benétigt, werden aber bei der Konstruktion
eines Huffman-Baums niitzlich sein.

{4,B,C,D,E,F,G,H}(17)

{B,C,D,E,F,G,H}(9)

{B,C,D}(5) {E,F,G,H}(4)

Abbildung 6.1: Ein Huffman-Baum

Abbildung 6.1 zeigt einen Huffman-Baum mit den Buchstaben A-H als Symbo-
le, wobei A die relative Haufigkeit 8, B die relative Haufigkeit 3 und alle anderen
Symbole die relative Haufigkeit 1 haben. Die Codierung eines Symbols ergibt sich
aus dem Pfad von der Wurzel des Baums bis zu dem Blatt, welches das Symbol als
Codierung hat: Bei jeder Abzweigung nach links wird eine 0 an die Codierung ge-
héngt, bei jeder Abzweigung nach rechts eine 1. Fiir D zum Beispiel ist die Codierung
1011.

Die Decodierung funktioniert entsprechend: Die Bitfolge kennzeichnet einen Pfad
innerhalb des Baums, dabei steht eine 0 fiir eine Abzweigung nach links, eine 1 fiir
eine Abzweigung nach rechts. Ist ein Blatt erreicht, so ist das entsprechende Symbol
erkannt und ein neues beginnt.

Fiir die Repréasentation von Huffman-Baumen dienen ganz normale bindre Bau-
me, ohne zusdtzliche Typ-Unterscheidung. Blétter sind mit einem Symbol einem
Gewicht markiert:

(define make-huffman-leaf
(lambda (symbol weight)
(make-leaf (cons symbol weight))))

(define huffman-leaf-symbol
(lambda (leaf)
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(car (leaf-label leaf))))

(define huffman-leaf-weight
(lambda (leaf)
(cdr (leaf-label leaf))))

Ein Knoten soll mit der Menge der Symbole der Blétter unter ihm markiert werden.
Fiir die Reprisentation der Menge reicht eine einfache Liste. Diese wird bei der
Knotenkonstruktion gleich mit gebildet:

(define make-huffman-node
(lambda (left right)
(make-node (cons (append (huffman-symbols left)
(huffman-symbols right))
(+ (huffman-weight left)
(huffman-weight right)))
left right)))

(define huffman-node-symbols
(lambda (node)
(car (node-label node))))

(define huffman-node-weight
(lambda (node)
(cdr (node-label node))))

Die verwendete Hilfsprozedur huf fman-symbols sorgt dafiir, daff die einzelnen Sym-
bole eines Blattes noch in eine Liste eingepackt werden, damit append sie als Para-
meter akzeptiert:

(define huffman-symbols
(lambda (tree)
(if (leaf? tree)
(1ist (huffman-leaf-symbol tree))
(huffman-node-symbols tree))))

Die Prozedur huffman-weight verallgemeinert iiber Blatter und Knoten, was das
Gewicht betrifft:

(define huffman-weight
(lambda (tree)
(if (leaf? tree)
(huffman-leaf-weight tree)
(huffman-node-weight tree))))

Die Decodierung ist die einfachste Aufgabe beim Umgang mit Huffman-Biumen.
Deshalb kommt sie zuerst: Die Prozedur huffman-decode lauft den Huffman-Baum
gemaf einer Bitfolge herunter, bis sie bei einem Blatt ankommt. Das Symbol am
Blatt ist dann ein decodiertes Symbol:

(define huffman-decode
(lambda (bits tree)
(letrec
((decode-1
(lambda (bits current-branch)
(if (null? bits)
70
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(let ((next-branch
(choose-branch (car bits) current-branch)))
(if (leaf? next-branch)
(cons (huffman-leaf-symbol next-branch)
(decode-1 (cdr bits) tree))
(decode-1 (cdr bits) mnext-branch)))))))
(decode-1 bits tree))))

(define choose-branch
(lambda (bit branch)
(cond
((= bit 0) (node-left-branch branch))
((= bit 1) (node-right-branch branch))
(else (error "bad bit")))))

Die Codierung findet Symbol fiir Symbol statt; die entstehenden Bitfolgen werden
aneinandergehéngt:

(define huffman-encode
(lambda (message tree)
(fold-right (lambda (symbol rest)
(append (huffman-encode-symbol symbol tree)
rest))
70

message)))

Die Codierung muf fiir ein Symbol das Blatt finden, das damit markiert ist. Da sich
der Weg zum passenden Blatt nicht von der Wurzel aus sehen l&fit, mufs der Baum
durchsucht werden. Huf fman-encode-symbol liefert #f, wenn das Symbol symbol
nicht im Baum enthalten ist, und sonst eine Bitfolge, die das Symbol codiert:

(define huffman-encode-symbol
(lambda (symbol tree)
(cond
((node? tree)
(let ((maybe-encoding
(huffman-encode-symbol symbol (node-left-branch tree))))
(if maybe-encoding
(cons 0 maybe-encoding)
(let ((maybe-encoding
(huffman-encode-symbol symbol (node-right-branch tree))))
(if maybe-encoding
(cons 1 maybe-encoding)

#£)))))
((equal? (huffman-leaf-symbol tree)
symbol)
>0))
(else
#£))))

Es verbleibt nun doch Problem, zu einer gegebenen Aufstellung der relativen Hau-
figkeiten der Symbole einer Sprache den entsprechenden Huffman-Baum zu kon-
struieren. Grundlegendes Prinzip ist dabei, den Baum so zu konstruieren, daf die
Symbole mit der geringsten relativen Haufigkeit moglichst weit unten im Baum
plaziert werden. (,Weit unten® heifit ja gerade ,Jange Codierung®.)
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Begonnen wird mit einer Menge der Blétter des Baums, konstruiert aus der Ta-
belle der Symbole und ihren relativen Haufigkeiten. Nun werden zwei Elemente mit
geringstmoglichen Haufigkeiten aus der Menge entfernt, zu einem Bindrbaum mit
gerade diesen Elementen als linken und rechten Teilbaum verschmolzen, und der neu
gewonnen Baum der Menge wieder hinzugefiigt. Dieser Vorgang wird sukzessive wie-
derholt, bis die Menge einelementig ist; sie enthélt dann gerade den Huffman-Baum
fiir die Tabelle. Der entsprechende Prozess fiir den Beispielbaum sieht folgenderma-
Ren aus:

Anfang {(A(3)), (B(3)), (€(1)), (B(1)), (E(1)), (F(1)), (6(1)), (H(L))}
Verschmelzen {(A(8)), (B(3)), ({C,D}(2)), (E(1)), (F(1), (6(1)), (H(1))}
Verschmelzen  {(A(8)), (B(3)), ({C,D}(2)). ({E, F}(2)), (6(1)), (H(1))}
Verschmelzen {(A(8)), (B(3)), ({C,D}(2))., ({E.F}(2)), ({G, H} (2)), }
Verschmelzen  {(A(8)), (B(3)), ({C,D}2)), ({E, F, G, K} (4))}
Verschmelzen  {(A(8)), ({B,C,D}(5)), ({E, F, G, H} (4))}

Verschmelzen {(A(8)), ({B,C,D,E,F,G,H}(9))}

Verschmelzen {({A,B,C,D,E,F,G,H}(17))}



