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Anhang A

Mathematische Grundlagen

Ein gewisses mathematisches Riistzeug muf3 fiir die Informatik vorausgesetzt
werden. Dieser Anhang gibt kaum Erklarungen, sondern ist mehr als Festle-
gung der in diesem Buch verwendeten Begriffe und Notationen aus der Ma-
thematik zu verstehen.

A.1 Mengen, Relationen, Abbildungen

Wir setzen voraus, dafi die Grundbegriffe der Mengenlehre bekannt sind. Ei-
ne ausfiihrliche Behandlung der Mengenlehre auf naiver, also nicht axiomati-
scher Basis findet sich in [Hal69].

,Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens zu einem Ganzen”. (G. CANTOR)

Die Objekte einer Menge M heifien Elemente von M. Wir schreiben x € M,
wenn x ein Element von M ist, x ¢ M, wenn x kein Element von M ist.

Héufig haben wir es mit Mengen von Zahlen zu tun. Fiir die wichtigsten
Zahlenmengen legen wir bestimmte Bezeichnungen fest. So bezeichnet IN stets
die Menge der natiirlichen Zahlen; allerdings werden wir im Gegensatz zur ma-
thematischen Tradition auch 0 € IN annehmen. Z bezeichnet die Menge der
ganzen Zahlen und IR die Menge der reellen Zahlen.

Endliche Mengen, also Mengen mit endlich vielen Elementen schreiben
wir manchmal als Aufreihung ihrer Elemente auf:

M ={11,13,17,19}.

Haufig werden Mengen jedoch auch durch eine bestimmte Eigenschaft defi-
niert, die man von ihren Elementen fordert:

M = {x | x ist Primzahl, 10 < x < 20}.

Die leere Menge ist die Menge, die keine Elemente besitzt und wird durch
bezeichnet.
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120 ANHANG A. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Wir sagen A C B (A ist Teilmenge von B), wenn jedes Element von A auch
Element von B ist. In Zeichen:

ACB &% va (acA=acB)!

Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente besitzen (sog. Exten-
sionalititsprinzip); dies konnen wir mit Hilfe der Teilmengenbeziehung auch so

ausdriicken:

A=B &4 ACBundBCA.

Hieraus ergibt sich fiir die oben erwdhnte Darstellung endlicher Mengen z.B.
{11,13,17,19} ={17,13,19, 11},

d.h. die Reihenfolge der Elemente ist unerheblich (bzw. es gibt gar keine ausge-
zeichnete Reihenfolge) und

{11,13,17,19) = {11,13,11,17,17,11,13, 19},

d.h. es spielt keine Rolle, wie oft wir ein bestimmtes Element erwdhnen; es ist
trotzdem nur einmal in der Menge enthalten.

Wir sagen A ¢ B, wenn A C B nicht gilt, A # B, wenn A = B nicht gilt.
A heifst echte Teilmenge von B, wenn A C B, aber A # B. Wir schreiben dann
A C B. Wir schreiben B O A, wenn A C B gilt, ebenso fiir B D A.

Die Vereinigung A U B zweier Mengen A und B ist definiert durch

AUB % {a]a € A oder a € B}.

Dabei ist das ,,oder” kein ausschliefSliches ,,oder” (,,entweder—oder”); es darf
durchaus auch a € A und a € B sein.

Der Durchschnitt A N B zweier Mengen A und B ist definiert durch

ANB % {a|a € Aund a € B}.

Die Differenz A \ B zweier Mengen A und B ist definiert durch

A\B def {ala€eA, a&B}

Die mengentheoretische Differenz hat durch diese Definition etwas andere FEi-
genschaften als die arithmetische Differenz. Es gilt z.B.

{11,13,17, 19} \ {11,31,41} ={13,17,19};

die Tatsache, daf} 31 und 41 in der ersten Menge gar nicht vorkommen, spielt
keine Rolle.

Die logischen Zeichen werden in Abschnitt A.2 behandelt.
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Definition A.1 Das cartesische Produkt A x B zweier Mengen A und B ist defi-

niert durch .
AxB % [(a,b)|acA, beB).

Fiirn > 2 Mengen A;, ..., A, definieren wir:

def

A]XXATL = {(a],...,an)|aiEAi}'

Fiir eine Menge A und eine natiirliche Zahl n > 2 definieren wir

A AN XA,
Damit wir die Fille n = 0 und n = 1 nicht immer ausschliefSen miissen, defi-
nieren wir auflerdem
Al &
()3

A ist also eine einelementige Menge, deren einziges Element wir in Uberein-
stimmung mit der Tupelschreibweise (ay, ..., an) mit () bezeichnen.

Fiir eine Menge A bezeichnen wir die Anzahl ihrer Elemente (,,Méachtig-
keit”) mit |A|. Fir unendliche Mengen vereinbaren wir [A| = oco.

Fiir eine Menge A heifst

def

P(A) ={T[TCA}

die Potenzmenge von A. Fiir endliche Mengen gilt [P(A)| = 2Al.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum eigentlichen Thema
dieses Abschnitts:

Definition A.2 Eine (bindre) Relation ist eine Teilmenge p C A x B. p heifst
, . de .. . .. . .
e rechtseindeutig (=f) fur alle a € A gibt es hochstens ein b € B mit (a,b) €
P,

e linkseindeutig (% fiir alle b € B gibt es hochstens ein a € A mit (a,b) €
0.

Statt (a,b) € p schreiben wir in der Regel apb. Fiir eine Relation p heifst

o' ¥ {(b,a) I (a,b) €p)

die Umkehrrelation von p.

In der Praxis werden Relationen héaufig durch Tabellen oder Pfeildiagramme
dargestellt.
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Definition A.3 Eine Relation p C A x A heifst

o reflexiv &% firallea € A gilt apa,

irreflexiv &% firkeina € A gilt apa,

symmetrisch &% qus apb folgt bpa,

antisymmetrisch &% aus apb und bpa folgta = b,

transitiv (g) aus apb und bpc folgt apc,

Aquivalenzrelation N p ist relfexiv, symmetrisch und transitiv.

Definition A.4 Eine Abbildung ist ein Tripel f = (A, p¢,B), wobei A und B
Mengen sind und pf C A x B eine rechtseindeutige Relation. A heifst Vorbereich
von f, B heifst Nachbereich und p¢ der Graph von f. Statt f = (A, p¢, B) schreiben

wirauch f: A — B oder A —— B. Statt (a,b) € ps schreiben wir normalerweise
f(a) = b. Die Teilmenge

Def(f) def {a € Alesgibtb € B mit f(a) =b}
von A heif$t Definitionsbereich von f, die Teilmenge

def

Im(f) = {b € Blesgibta € A mitf(a) =b}

von B heif3t Bildbereich von f.

Nach dieser Definition sind zwei Abbildungen f = (A,p¢,B) und g =
(C,pg,D) gleich genau dann, wenn A = C, B = D und pf = pg4. Beachte,
daf’ die Gleichheit der Graphen auch die Gleichheit von Definitions- und Bild-
bereich mit sich bringt.

Definition A.5 Fiir eine Menge A ist die Identititsabbildung definiert durch
ida = (A, pigy, A) mit pig, < {(a,0) [ @ € A,

Definition A.6 Die Abbildungen nach Definition A.4 sind sogenannte parti-
elle Abbildungen, d.h. wir konnen nicht sicher sein, dafd Def(f) = A gilt. Eine

Abbildung A — B heifit

e total (g) Def(f) = A,

o surjektiv (g) Im(f) =B,

o injektiv (% aus f(ay) = f(ay) folgt a; = ay fiir beliebige a;,a; € A,
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e bijektiv <g> A L> B ist injektiv, total und surjektiv.

IstA -5 B bijektiv, so heiflen A und B isomorph, in Zeichen A = B.

Vielfach verwendet man auch die Bezeichnung ,Funktion” fiir eine to-
tale Abbildung. Fiir partielle Abbildungen verwenden wir in der Regel die
Schreibweise f : A ~» B, um so nicht eigens auf die Partialitit hinweisen zu
miissen. Wenn wir f : A — B schreiben, so heifst dies, daf$ f total ist.

Definition A.7 Fiir zwei Mengen A, B bezeichnet man die Menge der partiel-
len Abbildungen von A nach B mit [A — B], die Menge der totalen Abbildun-
gen von A nach B mit BA. Beachte, daf die Menge der partiellen Abbildungen
die der totalen beinhaltet.

Definition A.8 Fiir zwei Abbildungen A i) B und B -2 C definiert man die
Komposition g o f durch

def
go f = (Aa Pgof, C)
mit

Pgof def {(a,c) |es gibt b € B mit (a,b) € pfund (b,c) € pgyl.

Lemma A.9 Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, das heifit fiir A SN
B,Bi)CundCL)Dgilt

(hoglof=ho(gof).

Man 143t deshalb oft die Klammern ganz weg und schreibt h o g o f. Eine dhn-
liche Aussage gilt fiir partielle Abbildungen, wobei allerdings auf die Defini-
tionsbereiche zu achten ist.

Lemma A.10 Fiir eine bijektive Abbildung A A Bmitf = (A, pt, B) existiert eine

Umkehrabbildung B i) A mit £1 9 (B, pg—1,A), wobei ps—1 def p¢ 1. Es gilt

flof=1ida und fof ! =ids.

Kommen wir nun noch einmal zuriick zu den Potenzmengen. Es ist iiblich,
Teilmengen T C P(A) durch sog. charakteristische Funktionen darzustellen:

Definition A.11 Sei A eine Menge, T € P(A). Die charakteristische Funktion von
T ist definiert durch
XT : A— {0) 1}

(x) def [ 1 fallsxeT
XTI =0 0 falls x ZT

Istumgekehrt f: A — {0, 1} eine (totale) Abbildung, so kann man hieraus eine
Menge T¢ € P(A) ableiten durch

T ¥ o e A f(x) = 1.
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Die Zuordnung T — Xt ist bijektiv.

Definition A.12 Fir T € P(A) ist das Komplement (von T in A) definiert durch

TEA\T.

Lemma A.13 Fiir A, B € P(M) gelten die (sog. de Morgan’schen) Gesetze:

AUB

I
>
os]

n

ANB

I
>
os]

U

A.2 Formale Logik

Wie in dem vorangehenden Abschnitt wollen wir auch hier nicht tibertrieben
formal vorgehen, sondern eher intuitiv.

A.21 Aussagenlogik

Eine Aussage ist ein Satz, dem man prinzipiell einen Wahrheitswert zuordnen
kann. Unerheblich ist dabei, ob man diesen Wahrheitswert auch ermitteln kann.
Wir verwenden eine zweiwertige Logik mit den Wahrheitswerten W (wahr) und
F (falsch).?

Beispiele fiir Aussagen und ihre Wahrheitswerte:

1. 6 ist eine Primzahl (F).
2. 1024 ist eine Zweierpotenz (W).

3. Es gab friither Leben auf der Venus (unbekannt, aber jedenfalls W oder
F).

Keine Aussage in diesem Sinne ist der Satz: ,Der Wahrheitswert dieses
Satzes ist F”, denn es ist offensichtlich unmdoglich, diesem Satz einen Wahr-
heitswert W oder F zuzuordnen.

Aus primitiven (elementaren) Aussagen werden mit Hilfe sog. aussagenlogi-
scher Junktoren zusammengesetzte Aussagen aufgebaut; die wichtigsten Junk-
toren sind:

yund” (A): a A'b hat den Wahrheitswert W genau dann, wenn a und b beide
den Wert W haben.

ysoder” (V): aV b hat den Wahrheitswert W genau dann, wenn von a und b
mindestens eins den Wert W hat.

2Fiir den Wahrheitswert W sind in der Informatik auch die Bezeichnungen true, 1 oder H (=
high) gebrauchlich, fiir F auch false, 0 oder L (= low).
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,nicht” (—): —a hat den Wahrheitswert W genau dann, wenn a den Wert F hat.

In der Aussagenlogik gilt demnach das Prinzip, dafs man den Wahrheits-
wert einer zusammengesetzten Aussage allein aus den Wahrheitswerten der
Bestandteile bestimmen kann (Extensionalitdtsprinzip). Wir haben dieses Prin-
zip schon bei den Mengen kennengelernt: Zwei Mengen sind gleich, wenn alle
ihre Elemente gleich sind. Das Extensionalitdtsprinzip ist auch sonst in der In-
formatik von grofser Wichtigkeit; so wird z.B. die Bedeutung eines Programms
einer strukturierten Programmiersprache allein durch die Bedeutung seiner
Bestandteile erklart.

Statt —a wird gelegentlich auch @ geschrieben, was besonders in Formeln
wie —(aV b) = a V b die Lesbarkeit verbessert.

Meistens werden logische Junktoren durch sogenannte Wahrheitstafeln de-
finiert:

AN | WIF V |W]| F -
WI|W]|F Wi W| W W F
F | F|F F|W|F F | W

Andere Junktoren, die ebenfalls hdufig verwendet werden, sind:

= ||W]| F
yJimpliziert” (=): W|W|F
FIW|W

a = b liest man auch als ,wenn a, dann b” oder ,aus a folgt b”. Beachte,
dafs F = W ebenso wie F = F beide den Wahrheitswert W besitzen! In der
formalen Aussagenlogik kann man aus einer falschen Voraussetzung jede Fol-
gerung ziehen. Zum Ableiten wahrer Aussagen aus anderen wahren Aussa-
gen verwendet man deshalb den Modus ponens: Wenn a und a = b beide den
Wahrheitswert W haben, dann kann man den Wahrheitswert W fiir b folgern.

:

»aquivalent” (&):

W | F
W | F
F|W

=

Héufig sieht man die Wahrheitstafeln auch in einer etwas ausfiihrlicheren
Form, wie im folgenden gezeigt. Dabei haben wir die Wahrheitstafeln fiir alle
vorgestellten Junktoren in einer Tabelle zusammengefafit:

a‘bHa/\b‘aVb‘ﬁa‘a:}b‘a(:)b
W | W W \%\ F w w
W | F F W F F F
F|W F W W w F
F|F F F w W \%Y%
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Zur Einsparung von Klammern vereinbaren wir, daff — am stédrksten bin-
det, gefolgt von A\, dann V, dann = und zum Schluf} &.

Eine zusammengesetzte Aussage heifst allgemeingiiltig oder eine Tautologie,
wenn sie stets den Wahrheitswert W besitzt, unabhdngig vom Wahrheitswert
ihrer elementaren Aussagen. Beispiele fiir Tautologien sind etwa a V @ (,,Satz
vom ausgeschlossenen Dritten”) und a A@ (,,Satz vom Widerspruch”). Zwei
Aussagen a und b heiflen dquivalent, wenn a & b eine Tautologie ist.

Man kann zeigen, dafs man nur die Junktoren A, V, — braucht, um jede aus-
sagenlogische Aussage formulieren zu konnen. So ist etwa die Aussage a = b
dquivalent zu —~a V' b, wie man leicht anhand der Wahrheitstafeln verifiziert.
In Wirklichkeit kommt man sogar mit nur je einem von zwei Junktoren aus,
die man ,,nor” und ,,nand” nennt und die definiert sind durch:

anorb (g)ﬁ(a\/b)

anandb (g)ﬁ(a/\b).

Im Prinzip kénnte man jede aussagenlogische Aussage durch Wahrheits-
tafeln auf ihre Allgemeingiiltigkeit hin tiberpriifen. Auch die Aquivalenz von
Ausdriicken kann man durch Wahrheitstafeln tiberpriifen. In der Regel ist es
jedoch zweckmaifliger, mit diesen Ausdriicken formal zu rechnen. Die folgen-
den Tautologien stellen Rechenregeln fiir die Aussagenlogik dar:

Lemma A.14 Fiir Aussagen a, b, c gilt:

aNa&a aVasa

(aAb)Ac& aAN(bAc) (aVb)Vecs aV(bVee)
aAbESbAa aVb&bVa
aA(aVb)&a aV(aAb)&a

aA(dbVec)E (aAb)V(aAc) aV(bAc)& (aVDb)A(aVec)
aAb&avb aVb&aAb

asa

Diese Gesetze heifsen (in der angegebenen Reihenfolge) Idempotenzgesetz,
Assoziativgesetz, Kommutativgesetz, Absorptivgesetz und Distributivgesetz. Das de-
Morgan’sche Gesetz kennen wir bereits aus der Mengenlehre.

A.2.2 Pridikatenlogik

Héufig macht man in der Mathematik Aussagen der Gestalt, dafy es minde-
stens ein Objekt (Individuum) mit einer bestimmten Eigenschaft (,, Pridikat”)
gibt oder dafs ein bestimmtes Prédikat fiir alle Objekte aus einem bestimmten

3Ersetzt man A durch N, V durch U und & durch =, so gelten alle diese Gesetze auch in der
Mengenlehre.
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Bereich gilt. Dazu werden sogenannte Quantoren eingefiihrt, und zwar der All-
quantor (Universalquantor) V und der Existenzquantor 3. Im folgenden bezeich-
nen wir Pradikate mit GrofSbuchstaben und Individuen mit Kleinbuchstaben.
Die Stelligkeit eines Pradikats ist die Anzahl der Individuen, tiber die hier eine
Aussage gemacht wird.

Ist Q ein n-stelliges Pradikat und sind x1,...,xn Individuen eines Indivi-
duenbereichs, so ist die Behauptung, daf’ Q auf x;,...,x, zutrifft (abgekiirzt
Qx1...xn) eine pradikatenlogische Aussage. Wir verwenden auch aussagen-
logische Aussagen und andere mathematische Ausdriicke wie x € M oder
n < m zur Formulierung pradikatenlogischer Aussagen. Dies ist nur eine Ver-
einfachung der Notation, da in Wirklichkeit x € M, n < m und dhnliche Aus-
driicke auch zweistellige Pradikate sind. Statt der Individuen selbst kommen
in den Quantorenausdriicken Individuenvariablen vor; diese sind Platzhalter fiir
die Individuen selbst. Die pradikatenlogische Aussage

(Vx)Qx

bedeutet dann: Fiir alle Individuen a gilt die Aussage (das Pradikat) Q, wobei
fiir die Variable x das Individuum a eingesetzt wird. Dementsprechend heifst

(Ix)Qx

Es gibt mindestens ein Individuum a, so dafs die Aussage Qa wahr ist. Die Va-
riable x heifst in beiden Fillen eine gebundene Variable des Pradikatsausdrucks.
Variablen, die nicht gebunden sind, heifien freie Variablen.

Eine wichtige Eigenschaft der Quantoren enthélt der folgende Satz:

Satz A.15 Ist Q ein einstelliges Pridikat, so ist die Aussage —(Vx)Qx genau dann
wahr, wenn (Ix)—Qx wahr ist. Umgekehrt ist die Aussage —(3Ix)Qx genau dann
wahyr, wenn (Vx)—Qx wahr ist.

Im Prinzip ist es daher moglich, mit nur einem der beiden Quantoren aus-
zukommen. Im Interesse der Verstindlichkeit von Aussagen behilt man je-
doch beide Quantoren bei.

Haufig machen wir Einschrankungen an den Individuenbereich, indem
wir z.B. schreiben
(Vx e M)(3y € N) Pxy .

Dies kann man als Abkiirzung fiir die kompliziertere Aussage
(Vx)(x e M = (Fy € N)Pxy)
oder die noch kompliziertere Aussage
(Vx)(x e M = (Fy)(y € NAPxy))

verstehen.
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A.3 Halbordnungen

Definition A.16 Sei M eine Menge. Eine Relation p C M x M heifst Halbord-
nung auf M VN p ist

1. reflexiv, d.h. (Vx € M) xpx,
2. transitiv, d.h. (Vx,y,z € M) (xpy Aypz) = xpz und

3. antisymmetrisch, d.h. (Vx,y € M) (xpy Aupx) = x =y.

Ein Beispiel fiir eine Halbordnung ist etwa die Relation ,,C* zwischen Men-
gen. Unter einer halbgeordneten Menge (M;p) wollen wir eine Menge M mit
einer Halbordnung p verstehen. Normalerweise gibt es in einer halbgeordne-
ten Menge unvergleichbare Elemente, d.h. Elemente x,y € M, fiir die weder xpy
noch ypx gilt. In der halbgeordneten Menge (M; C) mit

M ={{1,2},{2,3},{1,2,3}}

sind z.B. die Elemente {1,2} und {2, 3} unvergleichbar. Daher definieren wir

Definition A.17 Eine totale Ordnung auf einer Menge M ist eine Halbordnung
p, bei der zusitzlich gilt

(Vx,y € M) xpy Vypx.

Definition A.18 Sei (M;p) eine halbgeordnete Menge. Ein Element x € M
heifst

minimales Element: (g) (VyeM)ypx =>y=x

kleinstes Element: (g) (Vy € M) xpy

Erfahrungsgemafs werden die Begriffe ,minimales” und , kleinstes Element”
gerne verwechselt. Das liegt vielleicht daran, dafd die Relation ,, <* auf Zahlen,
die man gerne als ,Modell” fiir eine Halbordnung betrachtet, in Wirklichkeit
eine totale Ordnung ist. Bei totalen Ordnungen fallen die Begriffe ,minimales”
und , kleinstes Element” jedoch zusammen. Deshalb hier noch einmal eine ver-
bale Definition:

minimales Element heifst, daf3 es kein Element gibt, das kleiner ist. Es kann aber
Elemente geben, die unvergleichbar mit einem minimalen Element sind.
(In der oben angegebenen Menge M sind {1, 2} und {2, 3} beide minimal.)

kleinstes Element heifst, daf alle anderen Elemente grofier sind. Damit ist auch
die Vergleichbarkeit gegeben. Es gibt in einer Menge hochstens ein klein-
stes Element. (In der oben angegebenen Menge M gibt es kein kleinstes
Element.)
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Definition A.19 Fiir eine halbgeordnete Menge (M; p) werden die Begriffe ma-
ximales Element und griftes Element dual zu den Begriffen miminales und klein-
stes Element definiert.

A4 Aufgaben

Aufgabe A.1 A -+ A sei eine injektive Abbildung. Zeige, daf’ f total ist genau
dann, wenn f bijektiv ist.

Aufgabe A2 A 5B Csei injektiv (surjektiv). Was kann man dann iiber
A 5 B bzw. B % C mit Bestimmtheit sagen?

—1
Aufgabe A.3 Zeige, dafs die Umkehrfunktion B T, A einer bijektiven Funk-
tion A — B stets injektiv ist.

Aufgabe A.4 Fiir eine endliche Menge A beweise man
P(A) =2*

Aufgabe A.5 Sei A eine endliche Menge. Man beweise, daB fir T € P(A) gilt
T+ [T = |A]

Aufgabe A.6 Herr Meier, ein ausgezeichneter Logiker, macht die folgende wah-

re Aussage: ,Wenn es drauflen regnet, regnet es drauflen nicht”. Regnet es nun
oder nicht?

Aufgabe A.7 Stellen Sie den folgenden aussagenlogischen Ausdruck durch
ausschliefdliche Verwendung von nor dar:

(aAD)A(cVd)
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