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Kapitel 2

Induktive Definitionen

Wir stehen immer wieder vor dem Problem, mit endlichen Mitteln unend-
liche Mengen zu beschreiben. Die Beschreibung einer Programmiersprache
beispielsweise muf$ endlich sein, aber die Menge der Programme, die in
dieser Sprache geschrieben werden koénnen, wird normalerweise unend-
lich sein. Die Mathematik hat eine jahrhundertealte Tradition in der endli-
chen Beschreibung unendlicher Objekte. Vielfach sind solche Beschreibun-
gen axiomatisch, d. h. sie beschreiben eine Menge durch Eigenschaften, die
man von ihren Elementen verlangt. Dabei muf$ nicht in jedem Fall immer
klar sein, dafs es eine Menge mit solchen Eigenschaften iiberhaupt gibt. In
der Informatik, wo wir immer mit dem tatsachlich machbaren zu tun ha-
ben, bevorzugt man deshalb sogenannte induktive Definitionen. Wir fithren
diese zundchst an zwei Beispielen vor, bevor wir uns allgemein damit be-
schaftigen.

2.1 Natiirliche Zahlen

Natiirliche Zahlen werden in allerlei unterschiedlichen Darstellungen ver-
wendet, z.B.

Dezimaldarstellung: 1234567891011 ...
Romische Zahlen: TIITIIIV V VIVII VIIIX X XI...

Strichdarstellung: | [ |l Il N 110 1) ...

Diese Darstellungen eignen sich samtlich nicht fiir eine Definition der
natiirlichen Zahlen. Einerseits ist in keinem Fall klar, woftir die Punkte
stehen sollen, andererseits legen die unterschiedlichen Darstellungen auch
unterschiedliche Rechenverfahren nahe, obwohl das abstrakte Konzept der
Zahl, die hinter einer Darstellung steht, in allen Fallen gleich ist. So 1a3t sich

21



22 KAPITEL 2. INDUKTIVE DEFINITIONEN

z. B. das in der Schule erlernte Verfahren zur Multiplikation von Dezimal-
zahlen auf Zahlen in romischer Schreibweise nicht anwenden.

Die folgende Definition der natiirlichen Zahlen ist in der Mathematik
durchaus iblich:

Definition 2.1 [Mes71] Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine total ge-
ordnete Menge (IN; <) mit den Eigenschaften:

1. (IN; <) hat kein grofstes Element.

2. (IN; <) ist wohlgeordnet. Das kleinste Element von IN wird mit 0 be-
zeichnet.

3. Jedes Element von IN aufSer der 0 hat genau einen Vorginger, d.h.

(VneIN\{0) (3n; e N)ny <n A
(Vnz e N)(nz <nAnz #n = ny <ny)

Durch diese Axiome (von E. SCHMIDT) konnen wir kaum einen Hin-
weis bekommen, wie die Menge IN aussehen konnte; im Gegenteil, es miifs-
te zuerst bewiesen werden, dafl es {iberhaupt ein Modell, d. h. eine von ()
verschiedene Menge (IN; <) mit den angegebenen Eigenschaften gibt. Als
ndchstes wére dann noch zu zeigen, dafl durch das Axiomensystem eine
Menge bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist; siehe dazu [Mes71]. In
der Informatik sind wir fast nur an konstruktiven Definitionen wie der folgen-
den interessiert, die von PEANO (1889) stammt (siehe auch die Diskussion
in [Bau89]):

Definition 2.2 (Peano-Axiome) Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist
gegeben durch folgende Eigenschaften:

1. Es gibt eine natiirliche Zahl 0 € IN.

2. Zujeder Zahl n € IN gibt es eine Zahl n’ € IN, die man Nachfolger von
n nennt.

3. Furallen € Nistn’ # 0.

4. Ausn’ =m' folgtn =m.
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5. Eine Menge M von natiirlichen Zahlen, welche die 0 enthilt und mit
jeder Zahl m € M auch deren Nachfolger m/, ist mit IN identisch.

Das besondere an dieser Art von Definitionen ist, dafs sie keinen explizi-
ten Beweis brauchen, daf$ es die solchermafien definierten mathematischen
Objekte wirklich gibt, weil die Definition selbst ein Konstruktionsverfahren
nahelegt:

1. Wir gehen von einem Anfangspunkt (,Verankerung®) aus, indem wir
in (1) zunédchst einmal ein Element vorgeben.

2. Ausgehend von dieser Verankerung wird in (1)—(4) ein Erzeugungsver-
fahren beschrieben, wie wir weitere Elemente konstruieren kénnen.

3. Schliefilich wird in (5) ein induktiver Abschluf§ gebildet, so dafs au-
Ber den solchermafien erzeugten Elementen keine weiteren existie-
ren. Axiom 5 wird auch Induktionsaxiom genannt; es bestarkt das so-
genannte Erzeugungsprinzip.

Bei jeder induktiven Definition finden wir eine solches Induktionsaxi-
om; hédufig verbirgt es sich unter unscheinbaren Formulierungen wie (am
Beispiel der natiirlichen Zahlen):

e Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist die kleinste Menge mit den
Eigenschaften 1.4. aus 2.2.

e Die Menge IN der natiirlichen Zahlen ist bestimmt durch

1.-4. wiein 2.2

5. Durch 1.-4. werden alle natiirlichen Zahlen erzeugt.

Uberzeugen wir uns nun, daf$ sich IN aus den Peano-Axiomen schritt-
weise konstruieren lafit! Aus 1. und 2. folgt, daf es natiirliche Zahlen

! n m mnn
0,0',0",0" 0" ..

gibt. Lassen wir hierbei die 0 am Anfang weg, so entsteht die zuvor erwédhn-
te Strichdarstellung fiir Zahlen. Die Axiome 3 und 4 besagen, dafs das von
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der Dezimaldarstellung gewdhnte Phanomen, dafi es verschiedene Darstel-
lungen fiir eine bestimmte Zahl gibt (z.B. 7, 07, 007 etc.), bei der Strichdar-
stellung nicht auftritt: jedes Anfiigen eines Striches , ' “ erzeugt eine vollig
neue Zahl.

Xz

Normalerweise verwenden wir statt ,n’” die Bezeichnung ,n 4 1”. Na-
tirlich 1463t sich zeigen, dafy die mit Hilfe der Peano-Axiome spezifizierte
Menge IN die Axiome von SCHMIDT erfiillt.

Aus dem Induktionsaxiom folgt ein wichtiges Beweisprinzip, das Prin-
zip der vollstindigen Induktion:

Lemma 2.3 (Vollstindige Induktion) Zum Beweis der Tatsache, dafs ein be-
stimmtes Pradikat P fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, gentigt es, die folgen-
den Beweise zu fiihren:

1. P(0), d.h. das Pradikat gilt fiir die Null (,,Induktionsverankerung”)

2. P(n) = P(n+ 1), d.h. aus der Annahme, dafs P fiir irgendeinn € IN
gilt (,Induktionsannahme”), konnen wir ableiten, dafl P(n + 1) gilt
(,,Induktionsschluf3”).

Auf induktiv definierten Mengen lassen sich auf besonders einleuchten-
de Weise Abbildungen f durch Fallunterscheidung und Rekursion definieren:
Ein Element von n € IN ist nach der induktiven Definition entweder n = 0
oder der Nachfolger eines anderen Elements, also n = m + 1. Fiir f(0) miis-
sen wir offensichtlich einen Wert vorgeben. Bei der Definition von f(m + 1)
dagegen konnen wir voraussetzen, dafs wir das Abbild f(m) bereits kennen
und mit seiner Hilfe das Abbild fiir m definieren. Mit anderen Worten: Fiir
die Definition von f(n + 1) rekurrieren (lat. recurrere = zurticklaufen) wir auf
den Wert von f(n). Deshalb wird diese Vorgehensweise bei der Definition
Rekursion genannt.

Rekursion und Induktion gehéren unauflgslich zusammen: Eine induk-
tive Definition eines Datenbereichs legt es nahe, Abbildungen dariiber durch
Rekursion zu definieren; umgekehrt erhalten durch Rekursion (,,rekursiv”)
definierte Abbildungen immer dort eine verntinftige Bedeutung, wo sie
sich auf induktiv erzeugte Daten beziehen. Anderenfalls besteht die Ge-
fahr, daf$ es sich um zirkuliire Definitionen handelt, die gar nichts wirklich
definieren.
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Der nachfolgende Satz iiber die sog. primitive Rekursion 1af3t sich aus den
Peano-Axiomen beweisen; wir verzichten allerdings auf diesen Beweis.

Satz 2.4 (Primitive Rekursion) Seien f : N™ — IN und g : N™™2 — NN fiir
einm € IN gegebene Abbildungen. Dann gibt es genau eine Abbildung

h: Nt 5 N,
so dafs fiir alle x1, ..., xn,y € IN gilt:

h(x1,...,%n,0) = f(x1,...,%n) (2.1)
h(x1,...,xn,y+1) = g(x1,...,xn,y,h(x1,...,xn,y)) (22)

Definition 2.5 Unter den Bedingungen von Satz 2.4 heifit h durch primiti-
ve Rekursion aus f und g definiert. Die beiden Gleichungen in 2.4 heifSen
Schema der primitiven Rekursion.

Beispiel 2.6 Wir definieren die Addition durch primitive Rekursion:

add(x,0) = x
add(x,y+1) = add(x,y)+1

In der Terminologie von 2.4 ist hiern = 1, f : IN — IN mit f(x) = x und
g : IN® - IN mit g(x,y,z) = z+ 1. Beachte, daB hier ,,z + 1 keine Addition
darstellt, sondern nur eine andere Schreibweise fiir die Nachfolgerfunktion

z'* ist. Die primitiv-rekursive Definition fiihrt, wie man sich leicht tiber-
legt zu einem effektiven Rechenverfahren. Die Addition ,2 + 3” z.B. lafst
sich demnach folgendermafien berechnen:

add(2,3) = add(2,2+1)
— add(2,2) +1
add(2,1+1) +1
(add(2,1) + 1) + 1
(add(2,0+ 1)+ 1) +1
((add(2,0) + 1)+ 1) + 1
= (2+D)+1)+1)
5.
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Wir sehen, daf3 sich hier zunichst rekursive Aufrufe von add bilden, die
einen immer grofleren , Kontext” von Rechnungen ansammeln, die nach
Beendigung der Rekursionen ausgefiihrt werden miissen. Man hitte dies
vermeiden kénnen durch eine alternative Definition von add, die der Addi-
tionsmethode kleiner Kinder durch Abzdhlen an den Fingern entspricht:

add(x,0) = x
add(x,y+1) = add(x+1,y)
Diese Definition ist allerdings im technischen Sinne unserer Definition
zundchst nicht primitiv-rekursiv, weil dazu der , Parameter” x unverandert
an den rekursiven Aufruf weitergegeben werden miifste. Die Beispielrech-

nung sieht mit der veranderten (,,endrekursiven”) Definition jedoch wesent-
lich besser aus:

add(2,3) = add(2,2+1)

Beispiel 2.7 Betrachten wir noch drei Beispiele primitiv-rekursiver Defini-
tionen:

mult(x,0) = 0
mult(x,y +1) = add(x, mult(x,y))

exp(x,0) = 1
exp(x,y+1) = mult(x,exp(x,y))

pred(0)
predly+1) = y
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Wie man am Beispiel der Multiplikation mult(x,y) = x - y und der Ex-
ponentialfunktion exp(x,y) = xY sieht, kann man immer kompliziertere
Funktionen durch sukzessive primitive Rekursionen gewinnen. Die Vor-
gingerfunktion zeigt, dafs das Schema der primitiven Rekursion aus 2.4 auch
dazu benutzt werden kann, um ohne Rekursion durch reine Fallunterschei-
dung neue Funktionen zu definieren.

Definition 2.8 Fiir ein n € IN definieren wir:

Ops(“] (IN) def

{f]f:IN" = IN}
und weiter
Ops(IN) def U Ops(“)(]N) .
nelN

Ops(IN) heifst die Klasse der arithmetischen Funktionen.

Besonderes Augenmerk verdienen in dieser Definition die nullstelligen
Funktionen f € Ops(o](IN). Da IN® nach Definition A.1 nur aus genau ei-
nem Element ,,()” besteht, kann auch der Graph von f nur ein einziges Paar
((),m) enthalten. Eine nullstellige Funktion f € Ops(o) (IN) ist daher gleich-
bedeutend mit einer Konstanten n € IN. Dieser Trick, Konstanten und Funk-
tionen zu einem einheitlichen Konzept zu verbinden, wird ziemlich hdufig
angewendet.

Die folgende Definition der primitiv-rekursiven Funktionen zeigt, wie man
auch Funktionenklassen induktiv definieren kann.

Definition 2.9 Die Klasse der primitiv-rekursiven (arithmetischen) Funktionen
ist die kleinste Klasse Prim(IN) von Funktionen f € Ops(IN) mit den Eigen-
schaften:

1. Die nullstellige Funktion 00 : {()} - Nmit0©() =0 liegt in Prim(IN).

2. Die einstellige Funktion ’ : IN — IN mit '(n) = n’ = n+ 1 liegt in

Prim(IN).
3. Die n-stelligen Funktionen ngn) :IN™ - IN, 1 € {1,...,n} (n-stellige
Projektionen auf die i-te Komponente) mit ﬂi(n] (X1,...,Xn) = x¢ sind

in Prim(IN).
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4. Definiere Prim™ (IN) % Prim(IN) N Ops™ (IN). Ist f € Prim™ (IN),

g1,...,9n € Prim™(IN), so ist
folgr;...;0n] : N™ = IN,

definiert durch

def
folgr...ignl(ar, ... am) = flgi(ar,. ., am), .., gnlar,. .., am))

in Prim(IN).
5. Sind f, g € Prim(IN) und ist h nach 2.4 durch primitive Rekursion aus
f und g definiert, so ist h € Prim(IN).

Primitiv-rekursive Definitionen sind ein so natiirliches Ausdrucksmit-
tel, dafs man lange Zeit glaubte, alle berechenbaren totalen Funktionen wé-
ren primitiv-rekursiv. Erst 1928 stellte ACKERMANN eine Funktion vor, die
offensichtlich berechenbar, aber nicht primitiv-rekursiv ist. Wir wollen die
Eigenschaften der primitiv-rekursiven Funktionen an dieser Stelle nicht wei-
ter studieren.

2.2 Wortmengen

Im Gegensatz zu der Friihzeit der Computer haben wir es heute wesentlich
seltener mit Rechnungen auf Zahlen zu tun; viel haufiger werden Texte, also
Zeichenreihen verarbeitet. Auch Programme sind Texte.

Definition 2.10 SeiZ ={ay,..., ai}eine endliche Menge, genannt Alphabet.
Die Elemente von X nennen wir auch Symbole. Die Menge L* der Worter iiber
L ist die kleinste Menge mit den folgenden Eigenschaften:

1. Es gibt ein leeres Wort € € I*.

2. Wennw € X*und a € X, soist wa € X*.

Worter iiber Z = {a, b, c} sind also etwa

€,€a,eb,ec,eaaq,eab, eac,...,eabc,... .
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Worter entstehen also dadurch, dafs man an ein bestehendes Wort hinten
noch einen Buchstaben anhéngt. Normalerweise lassen wir das € am An-
fang von nicht-leeren Wortern weg und schreiben einfach

€,a,b,c,aa,ab,ac,...,abc,...

Das Analogon zur vollstindigen Induktion nennt man bei den Wort-
mengen Wortinduktion. Der ,Schlufd von n auf n+1” mufs dabei im Prinzip
k mal ausgefiihrt werden: fiir jeden Buchstaben a; des Alphabets schliefst
man von w auf wa;. Meistens wird man es jedoch so gestalten konnen, daf3
es auf diesen Buchstaben gar nicht genau ankommt; dann haben wir wie-
derum nur einen Induktionsschlufs (s. Beispiel 2.12).

Auch auf Wortern lassen sich Funktionen primitiv-rekursiv definieren;
die sogenannten primitiv-rekursiven Wortfunktionen wurden von G. ASSER
eingehend studiert.

Satz 2.11 Sei £ = {ay,..., ax} ein Alphabet und seien f : (Z*)" — I* und
91,0 G : (292 — I* gegebene Abbildungen. Dann gibt es genau eine Ab-
bildung

h: (2™ - o
so dafl fiir alle x1, ..., xn,w € Z*, 1 € {1,...,k} gilt:

h(x1,...,%n,€) = f(x1,...,%n) (2.3)
h(x1,..., X0, wai) = gilx1,..., X0, W, h(X1,..., %X, W)) (24)

Beachte, dafs die ,Gleichung” 2.4 in Wirklichkeit fiir k Gleichungen steht.
Wiéhrend wir bei der primitiven arithmetischen Rekursion nur zwei Fille
,0”und ,n+ 1" unterscheiden, unterscheiden wir bei der primitiven Wort-
rekursion k + 1 Fille: leeres Wort und alle k moglichen Endbuchstaben. Im
tibrigen beachte man die groe Ahnlichkeit zu Definition 2.4.

Wie in 2.9 kann man nun die Klasse der primitiv-rekursiven Wortfunk-
tionen definieren; dabei dienen die nullstellige e-Funktion und die einstel-
ligen ,,Nachschreibefunktionen” als Ausgangsfunktionen.

Wir betrachten an einem Beispiel, wie man Eigenschaften primitiv-re-
kursiver Wortfunktionen durch Wortinduktion beweisen kann:

Beispiel 2.12 Definiere
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cat(v,e) = v (2.5)
cat(v,wa) = «cat(v,w)a (2.6)

Behauptung: cat ist assoziativ, d.h. fiir alle u,v,w € Z* gilt

cat(cat(u,v),w) = cat(u,cat(v,w)), 2.7)
Beweis: Wortinduktion iiber w.

1. w = e: Hier gilt

cat(cat(u,v),e) = cat(u,v)

cat(u,cat(v,e)) = cat(u,v)
nach Gleichung 2.5.
2. Gelte die Behauptung bereits fiir w und sei a; beliebig. Dann gilt
linke Seite:

cat(cat(u,v), way)
= cat(cat(u,v),w)a; nach Gl. 2.6

= cat(u, cat(v,w))a; nach Ind.Vor.

rechte Seite:

cat(u,cat(v,way)) =
cat(u, cat(v,w)a;) nach Gl. 2.6

= cat(u,cat(v,w))a; nach Gl. 2.6
U

Bisher sind wir bei den primitiv-rekursiven Funktionen stets innerhalb
eines einheitlichen Bereichs geblieben, also innerhalb der natiirlichen Zah-
len bzw. der Worter. Das ist jedoch keine zwingende Voraussetzung; Satz
2.11 kann auch so formuliert werden:

Satz 2.13 Sei £ ={ay,..., ax} ein Alphabet, A eine Menge, f : (Z*)" — A und
di,---,9% : (Z*)“+1 x A — A gegebene Abbildungen. Dann gibt es genau eine
Abbildung

h: ()" S A
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so dafl fiir alle xq,...,xn,w € Z*, 1 € {1,... k} gilt:
h(x1,...,%n,€) = f(x1,...,%n) (2.8)
h(X],...,Xn,W(l-'L) = gi(X],...,Xn,W,h(X],...,Xn,W)) (29)

Als Anwendung dieses Satzes definieren wir die Lange von Wortern:

Beispiel 2.14

len: ¥ — IN
len(e) = 0

len(wa;) = len(w)+1

Als weiteres Beispiel, bei dem auch die Félle der einzelnen Buchstaben
wirklich unterschieden werden, definieren wir den Wert von Dezimalzah-
len, die man als Worter tiber dem Alphabet © = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0} verste-
hen kann:

Beispiel 2.15

val:{1,2,3,4,5,6,7,8,9,0)* - N

valfe) = 0

val(w0) = 10-val(w)

vallwl) = 10-val(w)+1
val(w2) = 10-val(w)+2
vallw3) = 10-val(w)+3
vallwd) = 10-val(w)+4
val(w5) = 10-val(w)+5
vallwe) = 10-val(w)+6
valw7) = 10-val(w)+7
valw8) = 10-val(w)+8
valw9) = 10-val(w)+9

Die Abbildung val weist uns auf die gerade in der Informatik zentra-
le Unterscheidung von Syntax und Semantik hin: Syntax beschreibt uns die
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Zeichen(ketten), die wir zur Bezeichnung irgendwelcher Objekte verwen-
den; Semantik spricht tiber die hinter der Bezeichnung stehenden Objek-
te, also die Bedeutung der Zeichen. Dezimalzahlen sind in diesem Beispiel
rein syntaktische Objekte, d. h. Zeichenreihen iiber einem bestimmten Al-
phabet. Die Regeln des kleinen Einmaleins oder die bereits erwdhnten, in
der Grundschule erlernte Algorithmen zur Addition, Multiplikation etc.
von Dezimalzahlen lassen sich rein syntaktisch beschreiben; der Begriff des
Werts einer Dezimalzahl ist hierzu nicht erforderlich. Trotzdem verbinden
wir mit Dezimalzahlen stets einen abstrakten Zahlbegriff, d. h. wir ordnen
solchen Dezimalzahlen eine Semantik zu. Die Abbildung val ordnet jeder
Zeichenfolge tiber dem Alphabet{1,2,3,4,5,6,7,8,9, 0} eine abstrakte Zahl
aus dem semantischen Bereich IN zu; sie ist ein besonders einfaches Beispiel
fur eine sog. Semantikfunktion.

2.3 Syntaktische Beschreibungsmittel

Die bislang betrachteten Methoden der induktiven Definition von Mengen
sind noch nicht geeignet, auf verniinftige Weise die Syntax von Program-
miersprachen zu definieren, obwohl dies in aller Regel auch induktiv ge-
schieht. Wir brauchen flexiblere Ausdrucksmittel zur induktiven Beschrei-
bung von Programmiersprachen.

Wihrend die allerersten Programmiersprachen eine Syntaxbeschreibung
durch Beispiele und Gegenbeispiele verwendeten, wurde 1958 von JOHN
BACKUS eine formale Beschreibung der Syntax der Sprache ALGOL vor-
gelegt. Das von ihm verwendete Beschreibungsmittel heifst Backus-Normal-
form (BNF); da spdter PETER NAUR kleinere Verbesserungen an der Schreib-
weise vornahm und aufierdem wesentlich zur Redaktion des ALGOL-Be-
richts [Bau68] beitrug, spricht man auch von der Backus-Naur-Form.

Jede Art von Sprachdefinition ruft ein grundlegendes Problem hervor:
Da die Definition der Sprache selbst sprachliche Mittel verwendet, miissen
wir zwischen der zu definierenden Sprache (, Objektsprache”) und der zur
Beschreibung verwendeten Sprache (,,Metasprache”) unterscheiden. Dem-
entsprechend spricht man dann auch von ,Objektzeichen” und , Metazei-
chen”. Es ist klar, daf} die Metazeichen in der Objektsprache nicht vorkom-
men konnen, sofern man nicht eigens Mechanismen dazu ersinnt.

Die Objektzeichen heifien auch Terminalzeichen oder Terminalsymbole (1at.
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,terminalis” = ,endgiiltig”) oder Grundzeichen. Unter den Metazeichen gibt
es in der Regel auch irgendeine Form von Variablen, die man syntaktische
Variablen, Nichtterminalsymbole oder Nonterminalsymbole nennt. Durch diese
Zweistufigkeit von Metasprache und Objektsprache kommen semantische
Aspekte ins Spiel: Die Objektsprache ergibt sich als Semantik einer meta-
sprachlichen Spezifikation.

Allgemeine Definitionsmechanismen fiir die Syntax von Programmier-
sprachen gehen auf Arbeiten des Linguisten NOAM CHOMSKY zurtick, der
die syntaktisch korrekten Sitze der englischen Sprache mathematisch pra-
zise beschreiben wollte. Zu diesem Zweck fithrte er Grammatiken als ma-
thematische Objekte ein, die wir heute als Chomsky-Grammatiken bezeich-
nen. Chomsky definierte mehrere Typen solcher Grammatiken mit unter-
schiedlicher Leistungsfdhigkeit. Von besonderer Bedeutung fiir die Infor-
matik sind die Sprachen des Chomsky-Typs 2; sie heifSen kontextfreie Spra-
chen und bilden die Grundlage fiir alle Programmiersprachen. Die oben er-
wiahnte BNF ist formal dquivalent zu einer kontextfreien Chomsky-Gram-
matik. Dies scheint Backus und Naur jedoch nicht klar gewesen zu sein;
sie haben die Notation aus rein pragmatischen Gesichtspunkten so entwor-
fen. Die Theorie der formalen Sprachen zeigt, daf’ dies ein glticklicher Ein-
fall war, denn die kontextfreien Sprachen lassen sich mit vertretbarem Auf-
wand maschinell analysieren.

Es sei jedoch an dieser Stelle bemerkt, daff zu der kontextfreien De-
tinition einer Programmiersprache in der Regel noch eine gewisse Men-
ge von zusitzlichen einschrankenden Bedingungen formuliert werden, die
sich im Prinzip durch eine Grammatik des Chomsky-Typs 1 (, kontextsen-
sitive Grammatik”) beschreiben liefien. Man spricht daher in diesen Fallen
von kontextsensitiven Nebenbedingungen.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch erwadhnen, dafd die Chomsky-
Grammatiken vom Typ 3 requlire Grammatiken heifien, die zugehorigen Spra-
chen dementsprechend reguliire Sprachen.

Definition 2.16 Eine beliebige Menge L von Wortern tiber ~ nennen wir
eine formale Sprache tiber L.

Definition 2.17 (Kontextfreie Grammatik) Eine kontextfreie Grammatik ist
ein 4-Tupel G = (N, Z, P, S), wobei

1. N ein Alphabet von sogenannten Nonterminalsymbolen ist,
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2. I ein Alphabet von sogenannten Terminalsymbolen mit N N L = {J,

3. P eine endliche Menge von sogenannten Produktionen oder Regeln, P C
N x (NUZXZ)* und

4. S € N ein Startsymbol.

Statt (A, ) € P schreiben wir normalerweise A — «. Die Menge S(G) der
Satzformen von G ist die kleinste Teilmenge von (N U £)* mit den folgenden
Eigenschaften:

1. S€ S(G).

2. Wenn xAfB € S(G) fiir ein Nonterminalsymbol A € N und Zeichen-
folgen &, 3 € (NUX)* und wenn (A,y) € P eine Regel ist, so gilt auch
ayp € S(G). (,Regelanwendung”)

Die durch G definierte Sprache (sozusagen die Semantik von G) ist definiert als
£(G) ¥ s(g)nx.

Fiir ein A € N definieren wir die von A erzeugte Sprache £(A) als die
Sprache, die sich mit derselben Regelmenge und A als Startsymbol ergibt:

LA) % £ fur g’ (N, 2, P, A)

Die Bezeichnung , kontextfrei” leitet sich {ibrigens von der Tatsache ab,
daf3 die Nonterminalsymbole bei der Anwendung einer Regel durch rechte
Regelseiten ersetzt werden konnen unabhédngig von dem Zusammenhang
(Kontext), in dem sie in der Satzform vorkommen.

Definition 2.17 liefert eine einfache Methode, Elemente der durch G defi-
nierten Sprache zu erzeugen: Man beginnt mit dem Startsymbol und ersetzt
dann nach und nach jeweils eine beliebige syntaktische Variable (Nonter-
minalsymbol) durch eine rechte Seite einer Regel, bei der dieses Nontermi-
nalsymbol auf der linken Seite vorkommt. (Beachte, daf} es mehrere solche
Regeln geben kann.) Der Prozefs bricht ab, wenn keine syntaktischen Varia-
blen in der laufenden Satzform mehr vorhanden sind.

Der Unterschied zwischen kontextfreien Grammatiken und BNF-Defi-
nitionen besteht nun, abgesehen von syntaktischem Zucker zur Notation
der Regeln, in der Festlegung gewisser Konventionen, so dafy wir auf die
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Spezifikation der Mengen der Nonterminal- und Terminalsymbole und des
Startsymbols verzichten konnen. Dariiber hinaus werden Regeln mit glei-
cher linker Seite zu einer einzigen Regel zusammengefafst:

Definition 2.18 (BNF) Die Metazeichen der BNF sind

e das Definitionszeichen =
o das Alternativzeichen |
e die Nonterminalklammern ()

Die Nonterminalklammern verwandeln eine beliebige Folge ,string”
von Buchstaben, Ziffern und Leerzeichen in eine syntaktische Variable. Al-
le Symbole, die weder Metazeichen noch Nonterminalsymbole sind, gelten
als Terminalsymbole.

Eine BNF-Definition B besteht aus einer endlichen Menge von BNF-Regeln
der Form

(string) =
oder
(string) == «
oder
(string) = aq]...|an firn > 2,
wobei &, &1, . . ., &y Folgen von Nonterminal- und Terminalsymbolen sind.

Dabei darf es fiir jede syntaktische Variable (A) hochstens eine Regel mit
linker Seite (A) geben.

Eine BNF-Definition heifst vollstindig, wenn es fiir jede syntaktische Va-
riable (A), die auf einer rechten Regelseite auftaucht, auch eine Regel mit
linker Seite (A) gibt.

Im folgenden werden wir stets davon ausgehen, daf3 eine BNF-Definition
vollstandig ist.

Definition 2.19 (Semantik der BNF) Die Semantik einer BNF-Definition B
wird mit Hilfe der Semantik 2.17 einer kontextfreien Grammatik definiert.
Formal geht man so vor, daff man zunédchst aus einer BNF-Definition die
Mengen der vorkommenden Nonterminal- und Terminalsymbole aufsam-
melt und entsprechende Mengen N und I definiert. Das Nonterminalsym-
bol auf der linken Seite der ersten BNF-Regel gilt dann als Startsymbol S.
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Zur Bildung der Regelmenge P haben wir dann noch eventuell vorkom-
mende Alternativen in einzelne Regeln aufzulosen. Bei BNF-Regeln mit
leerer rechter Seite wird in der Regel der Grammatik folgerichtig das lee-
re Wort € eingetragen.

Beispiel 2.20 An einigen einfachen BNF-Definitionen méchten wir die da-
von definierten Satzformen und Sprachen vorstellen.

1.

(S) == ab | a(S)b

Hieraus ergeben sich die Satzformen (S), ab, a(S)b, aabb, aa(S)bb
usf. Es fallt daher nicht schwer, einzusehen, daf$ die von dieser BNF-

Definition erzeugte Sprache sich auch als {a™b™ in > 1} beschreiben
lafst.

(S) == a(S)b

Dieses Beispiel zeigt, dafs die von einer BNF-Definition definierte Spra-
che auch leer sein kann; es ist namlich moglich, daf$ alle nach Definiti-
on 2.19 erzeugbaren Satzformen wie hier noch syntaktische Variablen
enthalten. Die Frage, ob die durch eine BNF-Definition erzeugte Spra-
che leer ist, kann man relativ leicht (algorithmisch) entscheiden. Mit
dieser und dhnlichen Fragen beschiftigt sich die Theorie der Formalen
Sprachen.

Dieser Sachverhalt muf$ nicht unbedingt an der Definition auf den er-
sten Blick erkenntlich sein, da es auch iiberfliissige Nonterminalsymbole
gibt:

(S) »=a(A)
(A) == a(A)b
(B) n==ab

Hier gibt es zwar eine Regel, die auf der rechten Seite keine syntak-
tische Variable mehr enthilt, aber das entsprechende Nonterminal-
symbol B kann in keiner Satzform auftreten. B ist ein unerreichbares
Nonterminalsymbol.

Ein Vorteil der BNF besteht darin, daf8 wir fiir die Nonterminalsymbole
aussagekriftige Bezeichnungen wihlen kénnen:
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Beispiel 2.21 Ein Software-Biiro mochte fiir seine Programme eindrucks-
volle Beschreibungen generieren und verwendet dazu die folgende BNF-
Definition B:

(Beschreibung) ::= Das Programm arbeitet nach dem
(Prinzip) der (Adjektiv) (1. Halfte)(2. Halfte).

(Prinzip) == Prinzip|Verfahren|Algorithmus|System
(Adjektiv) == iterierten|rezidivierten|substantivierten
(1. Halfte) ::= Rekursions|Iterations|Varianz|Diversifikations
(2. Halfte) = analyselelimination|substitution/integration

Zu der von B erzeugten Sprache gehoren Sétze wie: , Das Programm ar-
beitet nach dem Prinzip der rezidivierten Diversifikationsintegration.”.

Beispiel 2.22 Als ein Beispiel mit mehr Wirklichkeitsbezug fithren wir ein
(leicht vereinfachtes) Stiick aus der ALGOL 60-Syntax vor, und zwar die
Definition der sogenannten , Boolean Expressions”. Dies sind im wesentli-
chen die hier in Anhang A.2 eingefiihrten aussagenlogischen Ausdriicke,
wobei allerdings fiir die Implikation das Zeichen D und fiir die Aquivalenz
das Zeichen = verwendet wird:

(Boolean expression) ::= (implication)|

(Boolean expression) = (implication)
(implication) == (Boolean term)|

(implication) O (Boolean term)
(Boolean term) == (Boolean factor)|

(Boolean term) V (Boolean factor)
(Boolean factor) ::= (Boolean secondary)|

(Boolean factor) A (Boolean secondary)
(Boolean secondary) == (Boolean primary)|

—(Boolean primary)
(Boolean primary) = (logical value)|(variable)|

((Boolean expression))
(logical value) ::= true|false

Diese BNF-Definition ist nicht vollstindig; es fehlt die Definition von
(variable). Ublicherweise steht (variable) fiir eine Folge von Buchstaben
und Ziffern, die mit einem Buchstaben beginnt.
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Worin liegt nun der Wert einer solchen formalen Syntaxbeschreibung?
Zum einen kann man sich relativ leicht davon tiberzeugen, ob eine be-
stimmte Formulierung, die man gerne verwenden mochte, syntaktisch kor-
rekt ist, indem man nédmlich versucht, diese Formulierung durch die an-
gegebenen Regeln aus dem Startsymbol abzuleiten (,ErzeugungsprozefS”).
Andererseits lassen sich die Regeln aber auch in umgekehrter Richtung in-
terpretieren, so dafs es moglich wird, maschinell zu entscheiden, ob (und
gegf. auf welche Weise) eine vorgelegte Zeichenkette mit einer solchen BNF-
Definition erzeugt worden sein kann (,, Erkennungsprozefs“).

Je nach Art der BNF-Definition kann dieser Erkennungsprozefs, der bei
jeder Behandlung einer Programmiersprache durch einen Compiler, d.h.
also ein Ubersetzungsprogramm, erfolgen muf}, mehr oder weniger leicht
zu bewerkstelligen sein. Wir wollen dies hier nicht weiter diskutieren. Am
Beispiel wollen wir jedoch zeigen, dafs die Umkehrung der Erzeugung in
Form einer Erkennung durchaus moglich ist.

Beispiel 2.23 Sei B die BNF-Definition aus Beispiel 2.22 und sei folgende
Zeichenkette gegeben:

—xVbAx D true =c.

Wir wollen feststellen, ob dies eine (Boolean expression) ist. Dazu konnen
wir wie folgt argumentieren: Da die Zeichenkette das Zeichen = enthilt,
kommt nur die zweite Alternative der ersten Regel in Frage. Es miifite
daher nachgewiesen werden, daff ¢ eine (implication) ist und =x V b A
x D true eine (Boolean expression). Das erste Ziel 1af3t sich tiber die Kette
(implication) — ... — (variable) leicht erfiillen. Betrachten wir das zwei-
te Ziel. Die in Frage kommende Zeichenkette enthélt = nicht mehr, also
muf$ es einfach eine (implication) sein. Da sie tatsdchlich das Zeichen D
enthélt, kommt nur die zweite Alternative der zweiten Regel in Frage. Es
miifite also true ein (Boolean term) sein und —x V b A x eine (implication).
Wiederum ist das erste Ziel leicht erfiillt und wir stehen vor der Aufgabe,
nachzuweisen, dal —x V b A x ein (Boolean term) ist. Da das Zeichen V
hierin vorkommt, kommt auch von der dritten Regel wiederum die zweite
Alternative in Frage; es muf§ daher b A x ein (Boolean factor) sein und —x
ein (Boolean term). Zur Erfiillung des ersten Ziels weist man entsprechend
der zweiten Alternative der vierten Regel nach, dafl b ein (Boolean factor)
ist und x ein (Boolean secondary). Das zweite Ziel ergibt sich dann noch
nach der zweiten Alternative der fiinften Regel, da x ein (Boolean primary)
ist. Der eingegebene Ausdruck ist also syntaktisch korrekt.



2.3. SYNTAKTISCHE BESCHREIBUNGSMITTEL 39

Zu beachten ist dabei iibrigens, daf} wir bei diesem Erkennungsprozef3
unmerklich durch die Bildung von Teilzielen (syntaktischen Unterstruktu-
ren) den Term folgendermafien geklammert haben:

(((—x) V (b Ax)) D true) =c,

d.h. die in A.2.1 formulierten Prioritatsregeln der Aussagenlogik sind von
Backus und Naur unauffillig in die BNF-Syntax eingearbeitet worden.

Compiler haben es mit der Erkennung von Programmen schwerer als
wir in diesem Beispiel, da man von ihnen erwartet, dafi sie einen Einga-
betext zeichenweise moglichst nur einmal von links nach rechts lesen und
dabei erkennen. Wir sind in der Eingabezeichenkette mehrmals hin und her
gelaufen.

Bei dieser Gelegenheit wollen wir gleich das Problem der Zwischen-
raume (engl. white space) diskutieren. In der Theorie der formalen Spra-
chen gibt es Zwischenrdume nicht, wenn sie nicht ausdriicklich in Form
bestimmter Terminalsymbole spezifiziert werden. Sobald wir jedoch mit
Programmiersprachen zu tun haben, wie es bei EBNF-Definitionen in der
Regel der Fall ist, kommen sofort durch die technische Darstellung der
Programmtexte im Rechner, z.B. im sogenannten ASCII-Code, Terminalzei-
chen ins Spiel, die im eigentlichen Sinne keine Zeichen sind, weil man sie
nicht sehen bzw. nicht unterscheiden kann. Hierzu gehoren der Leerschritt
(ASCII-Symbol Nummer 32, SP = space), das Tabulatorsymbol (Symbol Num-
mer 9, HT = horizontal tabulator) und gewisse Zeilenendsymbole (Symbol Num:
mer 10, LF = line feed und Nummer 13, CR = carriage return). Ublicherweise
spezifiziert man das Auftreten von Zwischenrdumen nicht in der EBNF-
Definition, sondern vereinbart, dafd solche Zwischenrdume beliebiger Art
und Anzahl tiberall zwischen den Terminalsymbolen vorkommen diirfen.
Umgekehrt formuliert, sind Zwischenrdume nur im inneren von Terminal-
symbolen (wie etwa true) verboten.

Die BNF macht es ihrem Benutzer nicht leicht, Wiederholungen von Struk-
turen zu beschreiben. Bei Programmiersprachen kommt es jedoch so hdufig
vor, dafs ein bestimmtes Konstrukt gar nicht oder beliebig oft oder auch ein-
mal bis beliebig oft vorkommen kann, dafs man dafiir in Abweichung von
Backus bzw. Naur eigene Abkiirzungen eingefiihrt hat:

Definition 2.24 In einer BNF-Definition bedeutet
(A)*
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das Fehlen oder das beliebig hdaufige Vorkommen von A und
(A)*

das einfache oder beliebig hdufige Vorkommen von A.

Technisch gesprochen, miifite man die Metazeichen der BNF um * und
+ erweitern und die Semantikdefinition entsprechend erweitern. Da wir
die Semantik der BNF hier mit Hilfe kontextfreier Grammatiken definiert
haben, die solche Mechanismen nicht kennen, miifste man hier weiter aus-
greifen; wir wollen darauf jedoch verzichten, da dieses Erweiterungskon-
zept intuitiv doch leicht verstandlich ist.

2.4 Terme

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir eine indirekte Art der Definition
unendlicher Mengen gesehen: durch Grammatiken bzw. BNF wird ein Er-
zeugungsprozefd beschrieben, der wie bei den zuvor dargestellten indukti-
ven Definitionen eine Menge generiert. Allerdings ist eine so einfache Fall-
unterscheidung wie bei den natiirlichen Zahlen und den Wortmengen in
diesem Rahmen nicht moglich und deshalb ist es nicht so einfach, Abbil-
dungen auf der erzeugten Menge zu definieren. Es muf$ vielmehr zuerst
ein Analyseprozefs gestartet werden, der zur Grammatik pafst.

In diesem Abschnitt wollen wir nun wieder zu einer direkteren Metho-
de der induktiven Beschreibung beliebiger Mengen iibergehen.

Worter sind Zeichenreihen ohne innere Struktur, sieht man einmal von
der Zerlegung eines Wortes in Buchstaben ab. Vielfach ist man jedoch an
Zeichenreihen mit innerer Struktur interessiert, z.B.

Bx+1)-(5-(y+2)?

oder
(aAN(dbVec))=(aVD).

Solche Zeichenreihen bezeichnen wir iiblicherweise als Terme; wir zerlegen
Terme in Teilterme und benutzen ggf. Klammern, um Teilterme auszuzeich-
nen. In diesem Buch werden die Begriffe , Term” und , Ausdruck” immer
vollig synonym verwendet. Die Notwendigkeit von Klammern in den oben
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aufgefiihrten Termen ergibt sich dadurch, daf8 wir die Operationssymbole
zwischen ihre Argumente schreiben. Der polnische Logiker EUKASIEWICZ
zeigte (1925), dafs auch eine eindeutige klammerlose Schreibweise moglich
ist; die sog. polnische Notation liegt der Definition 2.27 zugrunde.

Definition 2.25 Ein Operationsalphabet ist ein Alphabet Z = {Fy,...,Fn}von
Operationssymbolen zusammen mit einer Abbildung

o: L —>IN.

o(F) heifst die Stelligkeit oder auch der Rang von F. Es ist auch der Begriff
Rangalphabet statt Operationsalphabet gebrdauchlich. Fiir n € IN definieren
wir

def

s L Fes|oF)=n).

L™ heiflt Menge der n-stelligen Operationssymbole. Statt F € £(™ schrei-
ben wir gelegentlich auch F™ ¢ L.

Beispiel 2.26 Das Operationsalphabet fiir die ganzen Zahlen mit Nachfol-
ger, Vorganger und den 4 Grundrechenarten ldf3t sich beschreiben als (Q; o)
mit

Q0 — {0}
QM = {succ, pred}
Q2 = [+ — % div,mod}

und das fiir aussagenlogische Ausdriicke als

ro —= (wFg
=}
re = (AV,=,61}

._J
|

Definition 2.27 Sei X eine Menge; die Elemente von X heifsen Variablen. Sei
ferner (Z;0) ein Operationsalphabet. Es gelte Z N X = (). Die Menge Tx(X)
der Z-Terme iiber X ist die kleinste Teilmenge von (X U X)* mit den Eigen-
schaften:

1. X C Ts(X)

2. Fallsty,...,tn € Ts(X)und F € ™ soist Fty ...ty € Tx(X)
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Beachte, daf} aus Bedingung 2 fiir n = 0 folgt, daf3 (0 C Tx(X).

Eine wichtige Eigenschaft der Termmenge Tx(X) ist, daf$ es (trotz des
Fehlens von Klammern!) zu jedem Term eine eindeutige Zerlequng gibt, d.h.
fiir jeden Term sind sowohl das Operationssymbol an der Termspitze als
auch die Folge der Teilterme eindeutig bestimmt. Dies wird in dem folgen-
den Satz formalisiert:

Satz 2.28 (Eindeutige Termzerlegung) Jeder Term t € Tx(X) ist entweder

atomar, dh.t=xe€ X odert e £© oder

zusammengesetzt, d.h.t=Ft;...tamitn>1.

Bei zusammengesetzten Termen sind F,nund ty,. ..ty eindeutig bestimmt.

Beweis: Offensichtlich gilt t atomar & len(t) = 1. (Zu len siehe 2.14.) Es
bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Wir zeigen eine etwas starkere Behaup-
tung:

Sind t1,...,tn, t],...,t, € Tx(X), so gilt

tio.th=t ...t = (V1<i<n)t =t].

Dies beweisen wir durch vollstandige Induktion iiber p def len(t;...t,).

1. p =1.Esfolgtn = 1 und t; atomar, somit auch t; = t].

2. Gelte die Behauptung bereits fiir m und sei tj ... t, eine Folge der
Lange m + 1. Wir unterscheiden die folgenden beiden Falle:

(a) t; atomar: Es folgt, dafd t; mit einem atomaren Term a = t; be-
ginnt. Das ist nur moglich fiir t; = a = t. t;. ..ty hat die Lange
m, so dafd wir die Induktionsvoraussetzung anwenden konnen.
(b) t1 = Fuy...ur mitr > 1 und u; € Tx(X). Daraus folgt, dafi t]
ebenfalls mit F beginnt und, da die Operationssymbole eine feste
Stelligkeit besitzen, t; = Fuj...u,. Nach Induktionsannahme
folgt fiir
... Wty bty =up.ulty. Lt

sofort u; =uj und t; = t; fiir alle in Frage kommenden i, j.
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d

Wir haben in diesem Beweis eine vollstandige Induktion iiber die Lange
von Termen angewendet. Natiirlich verfiigen Termmengen wie natiirliche
Zahlen und Worter auch iiber ein eigenes Induktionsprinzip, das wir Term-
induktion, strukturelle Induktion oder auch algebraische Induktion nennen. Die
Berechtigung fiir diese Bezeichnung findet sich in Definition 2.30.

Die polnische Notation, auch klammerlose Préfixnotation genannt, ist
nicht die einzige gebrduchliche Termnotation. Wir kénnen alle iiblichen
Termnotationen durch entsprechende Anderungen an Definition 2.27 pra-
zise beschreiben, z.T. durch eine Erweiterung des Alphabets, jedenfalls aber
durch eine Anderung der Erzeugungsklausel 2. Wir wollen am Beispiel der
aussagenlogischen Terme einige der iiblichen Termnotationen vorstellen.

Beispiel 2.29 Sei I = {A,V,~} mit 6(A) = (V) = 2 und o(—) = 1. Sei X &

{a,b, c} ein Variablenalphabet. Ts(X) ist die Menge der aussagenlogischen
Terme mit Variablen a, b und c. Wir betrachten den Term —(a A (b V ¢)) V
(aVD).

1. Polnische Notation: V- A aVbcV ab.

2. Prifixnotation mit Klammern: Wegen der festen Stelligkeit der Ope-
rationssymbole ist eine Klammerung im Prinzip nicht nétig. Fiir den
Menschen kann eine Klammerung jedoch in der Regel das Verstand-
nis erleichtern. Dann sieht der Beispielterm so aus:

V(=(Alaq,V(b,c))),V(a,b)) .
Dies ist die in der Mathematik fiir Funktionen tibliche Schreibweise.

3. Alternative Prifixnotation mit Klammern: Unsere Programmierspra-
che Scheme verwendet ein etwas abweichendes Schema fiir das Set-
zen von Klammern:

(V(=Aa(vVbe)) (Vab)).

4. Infixnotation: Fiir zweistellige Operationssymbole ist vielfach eine
Infixnotation gebrauchlich, bei der das Operationssymbol zwischen
seine Argumente geschrieben wird. In der Regel sind dabei Klam-
mern fiir eine eindeutige Zerlegung unerlafSlich: —(a/A\(bVc))V(aVb).
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Man mache sich klar, dafs der Term —aAbVcV a Vb sich nicht eindeu-
tig interpretieren ldfst, wenn man keine Prioritdtsregeln voraussetzt.

5. Postfixnotation: Fiir die unmittelbare Auswertung von Termen auf ei-
ner sogenannten Stapel-Maschine eignet sich die Umkehrung der pol-
nischen Notation (UPN = umgekehrte polnische Notation); in der Tat
miissen bei einem bekannten Taschenrechner-Fabrikat arithmetische
Terme in der UPN eingegeben werden. In UPN sieht der Beispielterm
so aus: abcVA—ab V V. Beachte, dafd die Argumente der Operations-
symbole in der urspriinglichen Reihenfolge erhalten bleiben. UPN
entsteht also nicht durch symbolweise Spiegelung der polnischen No-
tation!

6. Baume: Die iibersichtlichste Darstellung von Termen erhélt man durch
Biume:

N
7N
7N\

A%
c

Wir werden Baume spater noch (4.10, 4.15) formal einfiihren.

Am gebrauchlichsten sind die geklammerte Priifixnotation und die Infixno-
tation, weil sie dem menschlichen Leser entgegenkommen. Manchmal wer-
den dabei Klammern weggelassen, wenn kein Zweifel {iber die Zuordnung
besteht, z.B. bei sin « oder cos 72—t Fiir ein rein formales Operieren auf und
mit Termen, z.B. fiir Induktionsbeweise fiir irgendwelche Eigenschaften ist
die polnische Notation am besten geeignet. Fiir eine Auswertung eines Terms
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nach einem moglichst einfachen Verfahren wahlt man am besten die umge-
kehrte polnische Notation. Fiir eine bestmogliche Ubersicht iiber die Teilterm-
struktur wiederum sind die Biume ein ausgezeichnetes Mittel, sofern man
den Aufwand fiir die zweidimensionale Darstellung nicht scheut.

Man nimmt sich hdufig die Freiheit heraus, Terme stets in der Nota-
tion zu schreiben, die fiir den jeweiligen Zweck am geeignetsten erscheint.
Dabei mufd man sich jedoch im klaren dariiber sein, dafS es in jedem Fall
algorithmisch, also rein mechanisch moglich ist, Terme aus der einen in die
andere Notation zu iibersetzen.

Definition 2.30 Sei (X; o) ein Operationsalphabet, A eine Menge. Fiir jedes
n sei jedem Operationssymbol F € (™ eine Funktion

Fa:A™ — A

zugeordnet. Dann nennt man A eine Z-Algebra. Die Funktionen Fa heifien
Operationen der Algebra. Wenn wir betonen wollen, dafi es sich tatsachlich
um eine Algebra handelt, verwenden wir das Skript-Symbol A und nennen
A die Triigermenge von A.

Die Funktionen FA nennen wir auch Operationen der Algebra; wenn man
so will, sind die Operationen die semantischen Objekte, die den (syntak-
tischen) Operationssymbolen zugeordnet sind. Eine wichtige Eigenschaft
von Termen, die mit der eindeutigen Termzerlegung (Satz 2.28) zusammen-
héngt, ist, daf’ jeder Term einen eindeutigen Wert hat, nachdem man fiir die
Variablen Werte vorgegeben hat:

Satz 2.31 Sei X eine Variablenmenge, A eine L-Algebra. Sei ferner f : X — A
eine Funktion (,, Variablenbelequng™); dann wird durch die Vorschriften

filx) = f(x) firxeX
flFty...tn) = Falflty),...,fltw)

eine Abbildung f: Ts(X) — A eindeutig bestimmt.

(Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften nennt man in der Algebra
einen Homomorphismus.)
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Beweis: Gemifd Definition A.4 konstruieren wir den Graphen der Ab-
bildung f induktiv, wobei wir uns an die Vorschriften des Satzes halten
[End72]:

def

po = {(x,f(x)) [x € X}U{(F,Fa) |Fe £}
def
Pir1 = piU
{(Ft1 ---tn»FA(alv---)an)) | Fe Z(n))(tj)aj) € Pi, 1 S] < Tl}

def

e

P = llpi
i=0

Wir haben zwei Dinge zu beweisen: daf f mit diesem Graphen eine
(totale) Abbildung ist und dafs es eindeutig bestimmt ist. Die erste Behaup-
tung folgt aus der eindeutigen Termzerlegung (2.28). Zeigen wir also die
zweite:

Seien f,g zwei Funktionen mit den obigen Eigenschaften. Wir wollen
zeigen, daf fir alle t € Tx(X) gilt fir) = g(t). Dies tun wir durch eine
Induktion iiber die Lange von Termen.

Die einzigen Terme der Lénge 1 sind die Variablen und die konstanten
Operationssymbole aus Z(©), Fiir Variable gilt

f(x) =f(x) = g(x),

fiir konstante Operationen flF) = Fa = g(F). Gelte die Behauptung nun fiir
alle Terme der Lange bis zu n. Sei t = Ft; ...ty ein Term der Lange n + 1.
Dann gilt

flFty .. tm)

Falflt1), ..., ftm))
Falg(ti),..., g(tm))
= g(Fty...tm).
Hierbei haben wir im zweiten Schritt die Induktionsannahme ausnut-
zen konnen, weil die Terme ty,...,t zusammen hochstens die Lange n
haben. O

Das Definitionsschema fiir die Abbildung f erinnert bereits an das Sche-
ma der primitiven Rekursion, auch wenn es deutlich einfacher ist. In der
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Tat lafst sich mit Hilfe des vorangehenden Satzes tatsachlich die Giiltigkeit
einer ,primitiven Termrekursion” beweisen. Weil die Rekursion hier {iber
die Struktur der Terme verlduft, nennen wir sie kurz strukturelle Rekursion
statt primitive Termrekursion.

Damit haben wir iibrigens auch eine Semantik von Termen: Satz 2.31
garantiert fiir jede Algebra A eine eindeutige Funktion f: Ty — A. Wir nen-
nen sie Darstellungsfunktion (representation function); sie bildet jeden Term
t auf seine Semantik t, von A ab. Wir sagen dann auch: t, wird durch t be-
zeichnet oder t, ist eine Darstellung fiir t. Die folgenden beiden Sonderfélle
konnen bei der Darstellungsfunktion auftreten:

1. Ein Element von A ist Darstellung verschiedener Terme, d. h. die Dar-
stellungsfunktion ist nicht injektiv. Das ist eigentlich fast immer der
Fall.

2. Ein Element von A wird durch gar keinen Term bezeichnet, d. h. die
Darstellungsfunktion ist nicht surjektiv. Diesen Fall mag man durch-
aus als unerwiinscht betrachten.

Schriankt man sich auf die Teilmenge A’ C A der Elemente von A ein,
die durch einen Term bezeichnet werden, so gibt es eine Abbildung

CLZAI — T):

mit der Eigenschaft fla(x)) = x fiir alle x € A”. Eine solche Abbildung heifst
Abstraktionsfunktion; sie abstrahiert von den Eigenarten der Darstellung ei-
nes bestimmten Elements.

Wir werden Terme im folgenden zur Spezifikation und Darstellung ab-
strakter Datentypen verwenden.

2.5 Aufgaben

Aufgabe 2.1 Beweisen Sie unter Benutzung der Definitionen von ‘+" und
*”durch ‘add” (2.6) und ‘mult’, dafs die folgenden Gleichungen gelten

(a+b)+c = a+(b+c) (2.10)
a+b = b+a (2.11)
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a-(b+c) = (a-b)+(a-c) (2.12)
a+c=b+c = a=Db (2.13)

Aufgabe 2.2 Beweisen Sie durch Wortinduktion:
cat(lv,w) = cat(z,w)=>v=2z (2.14)

cat(lv,w) = cat(v,;z)=>w=z2 (2.15)

Aufgabe 2.3 Formulieren Sie das Prinzip der Terminduktion (,,strukturelle
Induktion”) ausfiihrlich wie in 2.2!

Aufgabe 2.4 Eine Menge einfacher arithmetischer Ausdriicke in Infix-No-
tation sei in EBNF wie folgt gegeben:

Expression Term {“+” Term} .
Term Factor {“*” Factor} .
Factor = “0”["1”]...1"9” “(” Expression “)” .

Schreiben Sie ein Programm, welches solche Terme einliest und in umge-
kehrter polnischer Notation (UPN) ausgibt.

Aufgabe 2.5 Fiir das Operationsalphabet der aussagenlogischen Ausdriicke,
(L;0) ={A\,V,—, W, F} mit 0(A) = (V) =2,0(—) =1und 6(W) = ¢(F) =
0 geben Sie eine Alternative zur Definition der Terme an, so daf$ die {ibliche
Infix-Notation entsteht.

Aufgabe 2.6 Schreiben Sie ein Programm, welches einen in polnischer No-
tation gegebenen arithmetischen Term in die Infixnotation mit Klammern
tiberfithrt. Nehmen Sie dabei an, daf$ die Eingabe aufier den Operatoren
+,—, * und / nur einstellige Zahlen und 1i,j, k, 1, m,n als Variablen enthilt,
also z.B. +5 x i7.

Aufgabe 2.7 Welche Moglichkeiten fiir ,Syntaxfehler” gibt es bei den Ein-
gabetermen aus Aufgabe 2.6? Wie kann man diese algorithmisch feststel-
len?
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