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Kapitel 5

Logische Kalkiile

Als Implementierungen eines abstrakten Datentyps betrachten wir alle Alge-
bren, deren Operationen die definierenden Gleichungen erfiillen. In Defini-
tion 4.3 haben wir ein semantisches Kriterium daftir angefiihrt.

Wollen wir nun die Frage studieren, welche Gleichungen zwischen Ter-
men allgemeingiiltig sind, so gestaltet sich dies als technisch nicht einfach:
Wir miissen immer alle Modelle betrachten und, um die Giiltigkeit jeder ein-
zelnen Gleichung nachzuweisen, alle Variablenbelequngen. Da hilft es nicht
viel, dafy wir den letzten Teil der Aufgabe durch strukturelle Induktion un-
terstiitzen konnen. Der Teil der mathematischen Logik, der sich mit solchen
Fragestellungen beschiftigt, heifst Modelltheorie. In dem schon hdufiger an-
gesprochenen Zwiespalt Syntax—Semantik befindet sich die Modelltheorie
auf der Seite der Semantik.

Einer Behandlung durch Computer sind aber eher symbolische Verfah-
ren zuganglich, bei denen wir im wesentlichen syntaktisch operieren: ein
Term wird so lange in seine Teilterme strukturiert, bis wir bei atomaren Ter-
men angekommen sind; danach wird entsprechend der zuvor ermittelten
Struktur wieder bis herauf zum kompletten Term argumentiert. Gelegent-
lich werden Teilterme durch andere, als dquivalent bewiesene Terme ersetzt.
Wir haben dies im vergangenen Abschnitt (Beispiel 4.6) bereits als , Rech-
nen in einem Gleichungssystem” informell ausgenutzt.

Hier wollen wir diesen Prozef$ auf eine solide formale Basis stellen; des-
halb beschiftigen wir uns mit etwas Beweistheorie. Dazu gehen wir zunédchst
von den Gleichungen {iber Datentypen wieder auf einen {ibersichtlicheren
Bereich zuriick, nimlich die Aussagenlogik.
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118 KAPITEL 5. LOGISCHE KALKULE

5.1 Ein Kalkiil fiir die Aussagenlogik

Der Umgang mit formalen Beweisen erfordert ein strengeres Vorgehen als
in der Modelltheorie, da kleine Anderungen an der Sprache, in der unsere
Satze und Beweise formuliert sind, hdufig grofse Anderungen an der Form
der Beweise mit sich ziehen. In der Modelltheorie ist das anders; dort lassen
sich neue Sprachelemente meist einfach durch neue Regeln beschreiben.

Wir definieren induktiv die Sprache £; der Aussagenlogik wie folgt:

Definition 5.1 Sei V eine endliche Menge aussagenlogischer Variablen, V =
{P1,P2,..., PN} mit N > 0, C = {T, .1} die Menge der aussagenlogischen
Konstanten. Sei aulerdem ] = {—, A\, V} die Menge der logischen Junktoren.
Die Sprache £ der aussagenlogischen Formeln ist die kleinste Menge £1 C
*mit L =V UCUJU{(,)} mit den Eigenschaften:

1. C C L,

2. IstLeCuV,sosind L € £1 und —L € £L;. Die Formeln entsprechend
Punkt (1) und (2) heifSen auch Literale.

3. Sind A € £7und B € £1,sosind auch (AAB) € £; und (AVB) € L;.

Sind Mifdverstandnisse ausgeschlossen, konnen Klammern beim Hinschrei-
ben weggelassen werden.

Als Konvention halten wir fest, daf$ wir Literale durch die Buchstaben
L, M, N und Formeln durch A, B, C, D, F, G bezeichnen.

Gegentiiber der in Abschnitt A.2 beschriebenen Sprache der Aussagen-
logik fallt auf, dafl Negation hier nur fiir Literale vorgesehen ist. Dies stellt
aber keine echte Einschrankung dar, wie man sich leicht iiberzeugt. Dafs
wir nunmehr neue Symbole fiir die Wahrheitswerte eingefiihrt haben, wo-
bei T (sprich: ,top”) fiir ,wahr” steht und L (sprich: ,bottom”) fiir ,falsch”,
hat mit der bereits im Abschnitt 2.3 angesprochenen Trennung von Meta-
sprache und Objektsprache zu tun: Im Augenblick ist die Sprache der Aus-
sagenlogik fiir uns eine Objektsprache; wir mochten aber trotzdem logisch
(also metasprachlich) dariiber reden kénnen.

Wie lafst sich nun der Begriff eines Beweises in dieser Sprache formali-
sieren? Zundchst einmal werden einige grundlegende Aussagen als wahr
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festgelegt; diese nennt man Axiome. Dann muf3 es einen Weg geben, aus
schon bewiesenen Aussagen andere zu schlieffen. Dazu dienen die soge-
nannten Regeln. Die Kombination von Sprache, Axiome und Regeln nennt
man einen logischen Kalkiil.

Eine beliebte Klasse von Kalkiilen sind die sogenannten Sequenzenkalkii-
le, in denen sich Beweise besonders einfach finden lassen. Sequenzenkalkii-
le beschéftigen sich statt mit einzelnen Formeln allgemeiner mit Sequenzen
von Formeln.

Eine Sequenz ist eine endliche Multimenge von Formeln in £4. Eine ein-
zelne Formel wird mit der entsprechenden einelementigen Sequenz identi-
fiziert. In Erweiterung unserer Konventionen wollen wir vereinbaren, dafs
Sequenzen durch ITT, A etc. bezeichnet werden. Die semantische Vorstel-
lung ist, daf$ eine Sequenz als Disjunktion ihrer Formeln betrachtet werden
soll, d.h. die Sequenz A, B, C steht fiir ,A oder B oder C”.

Die Axiome des Kalkiils SC; sind die folgenden:
T,T (5.1)

-P;, P, T (5.2)

Diese Axiome stimmen mit unseren semantischen Vorstellungen iiberein:
,wahr oder I'“ ist offensichtlich fiir alle ' wahr, ebenso fiir jede Aussage P
die Aussage , P oder nicht P“. Beachte, daf$ (5.2) wie ein einziges Axiom
aussieht, aber in Wirklichkeit fiir N Axiome steht.

Die Regeln in SC; sehen folgendermaflen aus:

A,B,T
AVB,T (5.3)
AT BT

AAB,T (5.4)

Diese Regeln sind folgendermafien zu lesen:

Uber dem ,,Bruchstrich”, der hier jetzt Inferenzstrich genannt wird, be-
tinden sich Voraussetzungen oder Primissen. In einem Beweis sind dies ent-
weder Axiome oder ,schon bewiesene” Sequenzen. Unter dem Inferenz-
strich befindet sich die Schluffolgerung oder Konsequenz der Regel, d.h. also
die Sequenz, die bewiesen wird. Fiir A und B konnen dabei beliebige For-
meln eingesetzt werden.
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Auch hier ist die semantische Vorstellung einleuchtend: Ist ,,A oder B
oder I'” bewiesen, so offenbar auch ,,A V B oder I'”. Fiir einen Beweis von
A A B mufl es separate Beweise fiir A und B geben. Wir mochten jedoch
nochmals betonen, dafy diese semantische Vorstellung hier nur untersttit-
zend wirken kann, denn wir operieren in einem Kalkiil rein symbolisch,
d.h. also syntaktisch.

Ein Beweis in SC; ist ein Baum, in dem Regeln angewendet werden, und
an dessen Bldttern Axiome stehen. Als Beispiel beweisen wir die Formel
(PrAP)V (=P V —P2):

(5.2) (5.2)
P1,=P1,~P2 Pr,—P1,—P2
Pi APy, —P1,— P,
Pi APy, —P1V—P,
(Pr APV (P1V —P2)

(5.4)
(5.3)
(5.3)

Um alle ,Beweismittel” sozusagen ,gerichtsfest” vorzulegen, haben wir
hier die verwendeten Axiome sowie Schliisse durch die entsprechenden
Nummern gekennzeichnet. Bei der Anwendung von (5.2) in der rechten
Halfte wird deutlich, dafy wir die Sequenzen auch umsortieren diirfen; des-
halb deren Definition als Multimenge.

Es gibt nun also zwei Arten der Wahrheit: die vorherige, intuitive Vor-
stellung von Wahrheit in der Modelltheorie, und der neue Begriff der Beweis-
barkeit. Sie miissen ab sofort unterschieden werden: , A ist wahr im Modell
B” wird geschrieben als:

Fs A

Ist A in allen Modellen wahr, so schreiben wir
EA

,A ist beweisbar” wird geschrieben als:
FA

Aus dem neuen Begriff der Beweisbarkeit ergeben sich noch weitere Defi-
nitionen, bezogen auf beliebige Kalkiile:

e Ein logischer Kalkiil mit Negation heifdt konsistent, wenn es keine For-
mel A gibt, fiir die sich sowohl A als auch —A beweisen laf3t.
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e Ein logischer Kalkiil korrekt, gilt:
falls FA,so0 = A

e Ein logischer Kalkiil ist vollstindig, wenn gilt:

falls EA,so FA

Offensichtlich konnen logische Kalkiile, die nicht konsistent sind, auch nicht
korrekt sein, denn die Formel A A —A wire in einem inkonsistenten Kalkiil
beweisbar, aber sie kann in keinem Modell wahr sein.

Satz 5.2 SC; ist konsistent, korrekt und vollstindig.

Beweis: Korrektheit Seiy :V — {W,F}eine Variablenbelegung. Entspre-
chend Satz 2.31 setzen wir 'y zunédchst fort auf £, indem wir die Kon-
stanten und logischen Junktoren in der natiirlichen Weise interpre-
tieren. Durch Oder-Verkniipfung setzen wir y* induktiv auf endliche
Sequenzen fort.

Fiir alle Axiome T gilt offensichtlich v#(I') = W.

Gelte nun v*(A,B,T') = W. Dann mufl y#(A) = W, y#(B) = W oder
Y =w gelten. Wie auch immer die Situation sein mag, es wird
in jedem Fall y#(A V B) = W oder v#(T') = W gelten. Die Regel (5.3)
erhilt also die Wahrheit.

Gelte nun v*(A,T) = W und v#(B,T') = W. Wenn nun v*(T') = W
nicht gilt, so muf y#(A) = W und v*(B) = W gelten. Dann gilt aber
auch v*(A A B) = W. Auch die Regel (5.4) erhélt also die Wahrheit.

In einem Beweisbaum haben deshalb zunichst alle Axiome — also
alle Blitter — den Wahrheitswert W. Wahrheit vererbt sich in den Re-
geln aber von oben nach unten; durch strukturelle Induktion folgt al-
so, dafd auch die Sequenz ganz unten im Beweisbaum den Wahrheits-
wert W haben mu£s.

Vollstindigkeit Sei I eine Sequenz mit y*(I") = W fiir alle Variablenbele-
gungeny.
Dann lafit sich mit I' als Wurzel ein Baum der gleichen Art wie ein Be-
weisbaum konstruieren, indem systematisch alle Formeln durch An-
wendung der Regeln (5.4) und (5.3) zerlegt werden, bis nur noch Li-
terale iibrig sind.
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Analog zum vorigen Korrektheitsbeweis 1df3t sich leicht sehen, daf3
Wahrheit auch von unten nach oben vererbt wird.

Die Bldtter des Baums haben also unter allen Variablenbelegungen
den Wahrheitswert W . Angenommen, ein solches Blatt I" hitte weder
die Form (5.1) noch die Form (5.2). Dann besteht es nur aus | und
Literalen der Form P; und —P;, wobei P; und —P; nicht gleichzeitig
auftreten. (L allein ist offensichtlich nicht moglich.) Dann 14fst sich
aber eine Belegung 3 konstruieren mit 3(P;) = F fir P; € T und
B(P;) = W fiir =P € T. Fiir deren Fortsetzung B* gilt dann B#(T") =F
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Konsistenz Sei A eine Formel mit - A und - —A. Aus der Korrektheit folgt
dann, daf fiir jede Belegung v gilt y*(A) = W = y#(—A). Das ist aber
unmoglich, da y*(—A) = if y#(A) = W then F else W.

d

5.2 Ein Kalkiil fiir die Pradikatenlogik

SC;y lait sich auf die Pradikatenlogik erweitern. Das Ergebnis wird der Kal-
kiil SPCy , sein. Zunidchst zur Sprache dieses Kalkiils, L1 o:

e Andjie Stelle der aussagenlogischen Variablen tritt eine endliche Men-
ge von Pridikaten {Py, P2, ..., Pn}. Jedes Pradikat P; hat eine zugewie-
sene Stelligkeit x(1).

e Zu den atomaren Bestandteilen der Sprache kommen noch eine end-
liche Menge von Konstanten {Cy, ... ,Cm} und eine abzdhlbar unendli-
che Menge von Variablen {V1, ..., Vy, ...} hinzu.

e Die Literale sind nun T, L, Pi(by,...,bys)) und —Pi(by,..., by))
wobei jedes bj eine Konstante oder eine Variable ist.

e Formeln sind nun die Literale, (AAB) und (AVB) fiir Formeln A und
B sowie zusétzlich fiir eine Formel A und eine Variable x die Formeln
VxA und IxA.

Unsere Bezeichnungskonvention wird dahingehend erweitert, dafd x,y und
z Variablen bezeichnen und ¢ und d Konstanten. a und b bezeichnen wahl-
weise Konstanten oder Variablen.
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Im Umgang mit den Quantoren V und 3 treten nun zwei zentrale Begrif-
fe auf, namlich der der freien und der gebundenen Variablen. Eine Variable x
heifdt frei in einer Formel A gdw. es ein Vorkommen von x auflerhalb jegli-
cher Teilformel YxA bzw. 3xA gibt. Wir schreiben in diesem Fall x € free(A).
Beispiele:

x € free(P1(x))
x & free(VxA)
x € free(Pi(x) A\ (VxP2(x)))

Umgekehrt ist eine Variable gebunden in einer Formel A, wenn es ein Vor-
kommen von x innerhalb einer Teilformel VxB oder 3xB gibt. (Eine Variable
kann in einer Formel gleichzeitig frei und gebunden vorkommen, z.B. die
Variable x in unsrem letzten Beispiel.)

In Scheme ist 1ambda auch eine Art Quantor; die Begriffe ,frei” und , ge-
bunden” haben in Scheme exakt die gleiche Bedeutung wie in der Pradika-
tenlogik.

Zum Hantieren mit pradikatenlogischen Formeln ist es wichtig zu er-
kennen, dafd die Variablen beliebig gegeneinander austauschbar sind, so-
lange die Zugehdorigkeit von Variablenvorkommen zu ihren Quantoren da-
durch unbertihrt bleibt. Intuitiv hat die Formel VxP;(x) die gleiche Bedeu-
tung wie VyP1 (y). Auch die Formeln (VxP;(x))V (IxP2(x)) und (VxPq(x))V
(3yP:(y)) haben die gleiche Bedeutung, aber VxP;(x,y) und VxP;(x, x) ha-
ben ganz unterschiedliche Bedeutung.

Es lohnt sich deswegen, den Begriff der Substitution zu formalisieren.
Fiir eine Variable x und eine Konstante ¢ bezeichnet A[x — c¢] die Formel
A, in der x durch c ersetzt wurde. Fiir eine Variable y ist die Substitution
Alx — y] induktiv definiert:

o Istx ¢ free(A), soist A[x — y] := A.

e Ist A ein Literal und x € free(A), so entsteht A[x — y] aus A, indem
dort jedes Vorkommen von x durch y ersetzt wird.

e Falls A =CADundx € free(A),soist Alx — y] := Cx = y| AD[x —
yl.

e FallsA=CVDundx € free(A),soist Alx — y] := Clx =yl VD[x —
yl.



124 KAPITEL 5. LOGISCHE KALKULE
e Falls A =VzB mit z # y und x € free(A), so ist A[x — y] := Vz(B[x —
yl).

e Falls A = 3zB mit z # y und x € free(A), so ist A[x — y] := Jz(B[x —
yl).

e Falls A = VyB, x € free(A) und z eine Variable ist, die in A nicht
vorkommt, so ist A[x — y] := Vz(Bly — z|[x — y]).

e Falls A = 3yB, x € free(A) und z eine Variable ist, die in A nicht
vorkommt, so ist A[x — y] := 3z(Bly — z][x — y]).

Eine ﬂberlegung zeigt, dafd es in den letzten beiden Fillen auch moglich
ist, den Quantor tiber x zu definieren und dann in der Formel B einfach
x durch y und y durch x zu ersetzen. Beispiel: Sei A := Vy(Pi(x,y) V
Vz3axP;(x,y,z)). Dann gilt:

Alx =yl = Vx(P1(y,x) V VzRyPa(y, %, 2))
Die Regeln von SPCj o, ergdnzen die Regeln von SC; um die folgenden:

Alx — b],IxA, T
IxA, T (5.5)

Alx —yl,T
VxA,T wobeiy ¢& free(VxA) U free(T") (5.6)

Die Intuition hinter den beiden Regeln ist vielleicht nicht ganz offensicht-
lich:

Die erste Regel beschiftigt sich mit dem Beweis der Existenz eines x mit
der Eigenschaft A. Dieser Beweis ist auf jeden Fall dann gefiihrt, wenn ein
konkretes Beispiel fiir x gefunden ist, eine Konstante.

Die zweite Regel beschiftigt sich mit dem Beweis, dafs A fiir alle x gilt.
Wenn es gelingt, die Aussage A zu beweisen, in der x durch eine frische
Variable y ersetzt wird, so hat man offensichtlich die Aussage A fiir ein
Ding x bewiesen, ohne irgendwelches Wissen {iber x zu besitzen. Damit
kann man dann aber schliefien, dafy die Aussage fiir alle x gilt.

Satz 5.3 SPCy « ist korrekt und konsistent.
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Wihrend der Beweis dieses Satzes nicht allzu schwierig ist, {ibersteigt der
Beweis der Vollstandigkeit die Mittel dieser Vorlesung. Es sei trotzdem ge-
sagt:

Satz 5.4 SPC o ist vollstindig.

5.3 Der Reduktionskalkiil RC;

SC; und SPCj « sind sogenannte Inferenzkalkiile: Beweise sind Baume, in
denen Anwendungen von Regeln durch Inferenzstriche getrennt sind. Es
gibt jedoch noch andere Methoden, logische Kalkiile aufzubauen. Die so-
genannten Reduktionskalkiile benutzen das Prinzip der algebraischen Ver-
einfachung: Eine logische Formel wird schrittweise durch die Anwendung
von Gleichungen vereinfacht.

Der Kalkiil RCy ist, wie SCy, eine Formalisierung der Aussagenlogik
und benutzt die gleiche Sprache, £;. Kommt am Ende T heraus, ist die
Formel eine Tautologie. Hier sind die Regeln von SCy:

Definition 5.5 (Regeln von RCy)

TVArT AVTp>T (5.7)
TAABA ANTBA (5.8)
(5.9)

LVAIV...VA,V-LVB>rT (5.10)
(AVB)VCrAV (BVC(C) (5.11)
(AAB)VC » (AVCIA(BVC(C) (5.12)
CV(AAB) » (CVA)A(CVB) (5.13)

Wie sind diese Regeln zu verstehen? Eine logische Formel 143t sich mit Hilfe
einer Reduktionsregel dann vereinfachen, wenn sie auf die linke Seite der
Regel pafst. Sie heifist dann ein Redex (aus reducible expression abgekiirzt)
und wird durch die Entsprechung der rechten Regelseite ersetzt. Hier ein
Beispiel:

Ei:=(Pi APV (=P V—P3)
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Diese Formel pafit auf die linke Seite von Regel 5.12 und lafst sich dement-
sprechend folgendermafien mit A = Py, B = P, und C = (=P V —P;)
reduzieren:

E2:=(P1V(=P1V-P))A(PV (=P1V—P))

Es ist leicht zu beweisen — z.B. in SC; — dafs bei den Reduktionsregeln je-
weils linke und rechte Seite d&quivalent sind. Auf diese Art und Weise bildet
> eine Relation auf £;.

Leider lafit sich die obige Formel nicht weiter reduzieren — sie pafst
auf keine linke Regelseite. Das ist insbesondere deswegen bedauerlich, da

es sich um eine Tautologie handelt. Jedoch laf3t sich E; als E; = Eg] A Egz]

schreiben und beide Teilformeln Eg) und E(zz) passen auf die Regel 5.10. Wen-
det man Regel 5.10 auf die beiden Teilformeln an, so kommt folgende For-
mel heraus:

E3:=TAT

Diese 13t sich wiederum mit Regel 5.8 zu T reduzieren, und fertig ist der
Beweis.

Wir miissen also > zu einer anderen Relation » ausbauen, die auch auf
Subtermen von Formeln arbeiten kann, m.a.W. Redexe im Inneren einer
Formel finden kann:

Definition 5.6 (Erweiterung von > auf Subterme) » ist die Erweiterung von
> auf Subterme: Sei A eine Formel aus Ly, in der eine andere Formel B an einer
bestimmten Stelle vorkommt. Sei des weiteren C derart, daf8 B > C gilt. Sei des
weiteren D eine Formel, die mit A iibereinstimmt, aufler, daf$ an der Stelle des
Vorkommens von B stattdessen C steht. Dann gilt A » D.

Diese Definition macht » iibrigens zur Ableitungsrelation eines Termerset-
zungssystems.

Nun 14af3t sich Beweisbarkeit in RCy definieren:

Definition 5.7 (Beweisbarkeit in RCy) Eine Formel A ist in RCy beweisbar
(geschrieben RCy F A oder einfach nur - A), wenn A »* T gilt.

Dabei ist »* der transitiv-reflexive Abschlufi von »: A »* B gilt genau dann,
wenn entweder A = B (darum ,reflexiv”), oder wenn es Formeln Ay, ..., A,
gibt, so daf3

ApA;»...A»B
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gilt. (Damit wird »* auch transitiv.)

Diese drei Zutaten — Reduktionsregeln, Erweiterung auf Subterme und
reflexiv-transitiver Abschlufi — machen einen Reduktionskalkiil aus.

Satz 5.8 RCj ist korrekt, konsistent und vollstindig.

Beweis:

Fiir A » B sind A und B offensichtlich immer dquivalent. Daraus folgen
Konsistenz und Korrektheit.

Der Beweis fiir die Vollstandigkeit ist etwas aufwendiger und wird dar-
um nur skizziert. Prinzipiell schwierig ist er allerdings nicht:

Die Reduktionsregeln 5.11, 5.12 und 5.13 fiir sich gesehen tiberfiihren
eine Formel in die Form:

v v v AL ALYV v v L)

(Diese Form heifst auch konjunktive Normalform.) Eine Formel dieser Form
ist genau dann wahr, wenn alle Teilformeln

v v v

wabhr sind. Eine solche Teilformel ist aber genau dann wahr, wenn sie ent-

weder T enthilt oder zwei Literale L{]) und /LQL) enthilt mit L{)) = LQL) . Ge-
nau diese beiden Félle werden aber von den Regeln 5.7 und 5.10 abgedeckt,
so dafs sich diese Teilformeln zu T reduzieren lassen. Regel 5.8 besorgt dann
den Rest.

5.4 Der A-Kalkiil
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