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Kapitel 3

Algorithmen und Programme

Im Einfithrungskapitel haben wir festgestellt, dafs Informationsverarbei-
tungsprozesse aufier einem Computer auch noch Daten und ein Programm
brauchen. Im vergangenen Kapitel haben wir uns mit der Beschreibung von
Daten beschiftigt, wobei diese Thematik keinesfalls bereits erschopft ist.
Jetzt wenden wir uns zunédchst jedoch den Programmen zu.

Grundlage fiir ein Programm ist immer ein Verfahren, welches préazise
und bis in alle Einzelheiten beschreibt, wie sich das Problem mechanisch
16sen lafst. Da der Computer mit unerwarteten Situationen nicht umgehen
kann, muf jede eventuell bei der Losung auftretende Schwierigkeit im Vor-
aus bedacht sein und entsprechend behandelt werden. Ein solches Verfah-
ren nennt man {iblicherweise einen Algorithmus.

3.1 Algorithmus

Der Begriff ,Algorithmus” ist wesentlich dlter als die Computer. Bereits Eu-
klids , Elemente” (3. Jhdt. v.Chr.) ist eine Sammlung von Algorithmen. Das
Wort , Algorithmus” kommt trotzdem nicht von den Griechen, sondern ist
von dem Namen des Mathematikers MOHAMMED IBN MUSA ABU DJAFAR
AL KHOWARIZMI (ca. 783-850, auch al Khwarizmi, al Choresmi u.a.) aus
Choresmien im heutigen Usbekistan abgeleitet, der um 800 in Bagdad in
dem von dem Kalifen HARUN AL RASCHID gegriindeten ,Haus der Weis-
heit” zusammen mit anderen Wissenschaftlern Ubersetzungen der griechi-
schen mathematischen und medizinischen Schriften ins Arabische anfer-
tigte und auf dieser Basis selbst weiter forschte. Er schrieb ein weit ver-
breitetes Buch mit dem arabischen Titel , Kitab al muhtasar fi hisab al gebr we
al muqgabala” (, Kurzgefafites Lehrbuch fiir die Berechnung durch Vergleich
und Reduktion”), das bereits Losungen von Gleichungen mit mehreren Un-
bekannten behandelte, und hat damit aufier dem , Algorithmus” auch das
Wort , Algebra” geprégt. In der lateinischen Ubersetzung dieses Buchs, das
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50 KAPITEL 3. ALGORITHMEN UND PROGRAMME

durch die Kreuzfahrer nach Europa kam, begann das Buch mit ,Dixit al-
gorismi:” (,,So sprach al Khowarizmi:”), woraus sich die Bezeichnung Al-
gorismus (spdter auch Algoritmus, Algorithmus) fiir eine Rechenvorschrift
ableitete.

Zur Zeit von Adam RIESE[Rie91] galten Rechenaufgaben wie etwa Ver-
doppeln, Halbieren, Multiplizieren von Dezimalzahlen als so schwierig,
daf hierfiir ausdriicklich Algorithmen formuliert und gelehrt wurden. Hier-
zu ein Beispiel in der Formulierung von Riese:

Dupliren Lert wie du eine zahl zwifeltigen solt/ thu yhm also/
schreib die zal vor dich/mach eine linihen darunder/ heb an zu forderst/
duplir die erste figur komet eine zal die du mit einer figur schreiben
magst/ so setz sie unden/ wo mit zweien schreib die erst/ die ander be-
halt im sin/ darnach duplir die ander und gib darzu das du behalten
hast/ und schreib abermals die erst figur wo zwo vorhanden/ und du-
plir fort bis zur letzten/ die schreib gantz aus/ als volgende exempel
ausweisen.

41232 98765 68704
82464 197530 137408

Nattirlich lernen auch heute noch Grundschiiler die Algorithmen zur
Multiplikation und Division von Dezimalzahlen, auch wenn sie nicht aus-
driicklich Algorithmen genannt werden.

Ein weiteres Beispiel soll die Grundeigenschaften eines Algorithmus
demonstrieren. Es ist dies der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des
grofiten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher Zahlen, der bei Euklid ein-
fach so formuliert war:

Wenn man wechselweise immer die kleinere von der grofSeren abzieht,
wird eine Zahl iibrigbleiben, welche die vorangehende teilt.

und der in moderner sprachlicher Formulierung etwa so lautet:

Euklidischer Algorithmus
Aufgabe: Seien a und b natiirliche Zahlen, a,b # 0. Bestimme
den grifiten gemeinsamen Teiler g &f ggT(a,b) von aund b.
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Verfahren: Unterscheide die folgenden drei Félle:
a =Db: Setze g = a.
a > b: Berechne g = ggT(a—D,b).
a < b: Berechne g = ggT(a,b— a).

Gegeniiber Euklids Formulierung ist dies deutlich genauer, weist aber
das Problem auf, dafs es sich um eine rekursive Formulierung handelt, bei
der das gleiche Problem auf einer inneren Stufe wieder auftaucht. Im Ab-
schnitt {iber induktive Definitionen wurde gezeigt, daf3 solche rekursiven
Definitionen durchaus sinnvoll sein konnen. Dabei handelte es sich aller-
dings um eine spezielle Form der Rekursion, ndmlich die strukturelle Re-
kursion entsprechend der Struktur der induktiv erzeugten Daten. Im obi-
gen Beispiel ist eine Fallunterscheidung notig, um zu zeigen, daf die Re-
kursion endet: Wenn a,b > 0 sind, so wird im zweiten Fall a — b < a und
im dritten Fall b—a < b sein. So lange a # b gilt, wird aufferdem a #0 # b
sein, d.h. bei den rekursiven Aufrufen von ggT wird immer mindestens ein
Argument kleiner, und zwar so lange, bis beide Argumente gleich sind. Im
schlimmsten Fall ist dies fiir a = 1 = b der Fall; dann sind die beiden Zah-
len teilerfremd.

Die Mathematik hat sich lange Zeit nicht intensiv mit dem Algorith-
menbegriff auseinandergesetzt, zumal die allgemeine Auffassung herrsch-
te, dafs es zu jedem mathematisch prazise formulierten Problem auch einen
Algorithmus zu seiner Losung gab. Resultate wie etwa der Beweis der Un-
moglichkeit der Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal widerspre-
chen dieser Grundaffassung nicht, da hier lediglich gezeigt wird, dafs eine
bestimmte Aufgabe mit bestimmten eingeschrénkten Hilfsmitteln algorith-
misch nicht geldst werden kann. Die prinzipielle Losbarkeit durch Algo-
rithmen mit starkeren Hilfsmitteln bleibt jedoch unberiihrt.

Erst die zu Beginn dieses Jahrhunderts begonnene Axiomatisierung der
Mathematik fiithrte im Bereich der mathematischen Logik zu einer genaue-
ren Beschiftigung mit dem Algorithmenbegriff. Diese Forschungen began-
nen in den DreifSiger Jahren, also vor der Computerzeit. Es ergab sich die
tiberraschende Erkenntnis, dafs sich bestimmte Probleme prinzipiell nicht al-
gorithmisch 16sen lassen, wie etwa das von D. HILBERT aufgeworfene soge-
nannte Entscheidungsproblem der Pradikatenlogik oder das von A. THUE
behandelte Wortproblem der Gruppentheorie.

Aussagen tiber die algorithmische Unlosbarkeit setzen selbstverstand-
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lich eine allgemein anerkannte mathematisch prézise Formulierung des Al-
gorithmenbegriffs voraus. Eine erste solche Prizisierung enthilt implizit
der Unvollstindigkeitssatz der Arithmetik von K. GODEL (1931), der als erster
Unlosbarkeitsbeweis seinerzeit grofles Aufsehen erregte. Die Aussage die-
ses Satzes ist, dafs es fiir jedes formale System zur Beschreibung der Arith-
metik (auf natiirlichen Zahlen) wahre Aussagen iiber Zahlen gibt, die sich
innerhalb des Systems nicht beweisen lassen.

In der Informatik beschéftigen wir uns nattirlich hauptsachlich mit Pro-
blemen, die sich algorithmisch 18sen lassen, weil das der Bereich ist, in dem
der Computer eingesetzt werden kann. Es sei jedoch bereits hier als War-
nung vermerkt, daf} es viele Probleme gibt, die im Prinzip algorithmisch
l6sbar sind, aber von der praktischen Seite als unlosbar betrachtet werden
miissen, weil eine Berechnung nach den Algorithmen linger dauerte, als
irgendjemand zu warten bereit oder in der Lage ist.

Es ist viel geistige Energie darauf verwendet worden, zwischen Algo-
rithmus und Programm feinsinnige Unterscheidungen zu treffen. Meist ist
ein Algorithmus etwas allgemeineres, das noch nicht in einer bestimmten
Programmiersprache abgefafst ist. Wir behaupten, dafs sich diese Unter-
scheidung im Prinzip nicht lohnt. Zwar gibt es Moglichkeiten, Algorithmen
auflerhalb jeder Programmiersprache und ohne jeden Bezug zum Compu-
ter zu formulieren, aber alle Programme sind spezielle Erscheinungsformen
von Algorithmen, weil die Programmiersprachen letztlich nur als formale
Werkzeuge zur Notation von Algorithmen erfunden worden sind. In die-
sem Buch ist ,, Algorithmus” lediglich ein Oberbegriff zu ,Programm”.

Als Grundpréamisse wollen wir davon ausgehen, dafy unser Problem
durch die Berechnung einer Funktion im mathematischen Sinne gelost wer-
den kann; das heifdt, dafy der Algorithmus aus einem oder mehreren Para-
metern einen eindeutig bestimmten Wert abzuleiten hat. (In Wirklichkeit be-
rechnen nicht alle Programme berechnen Funktionen im mathematischen
Sinne, aber alle enthalten sie Teilaufgaben, die sich durch den Funktionsbe-
griff beschreiben lassen.)

Definition 3.1 (Algorithmus) Ein Algorithmus ist eine Menge von Regeln
fiir ein Verfahren, um aus gewissen Eingabegrofien bestimmte Ausgabegrifsen
herzuleiten, wobei die folgenden Bedingungen erfiillt sein miissen:

Finitheit der Beschreibung: Das vollstindige Verfahren muf$ in einem end-
lichen Text beschrieben sein. Die elementaren Bestandteile der Be-
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schreibung heifSen Schritte.

Effektivitit: Jeder einzelne Schritt des Verfahrens mufs tatsachlich ausfiihr-
bar sein.

Terminiertheit: Das Verfahren kommt in endlich vielen Schritten zu einem
Ende.

Determiniertheit: Der Ablauf des Verfahrens ist zu jedem Punkt fest vor-
geschrieben.

Zu dieser Definition sind einige Anmerkungen angebracht:

1. Eserscheint zuerst banal, zu verlangen, dafl das Verfahren durch einen
endlichen Text beschrieben sein muf$, da niemand unendliche Tex-
te aufschreiben kann. Manchmal kommen unendliche Texte aber ,in
Verkleidung” vor, wie zum Beispiel in

1T 1 1
Berechne1+§—|—1—l—§...

Derartige Vorschriften gehoren nicht in einen Algorithmus. Offen-
sichtlich l&fst sich die Forderung nach Finitheit nur erfiillen, wenn die
Objekte, mit denen der Algorithmus operiert, eine endliche Darstel-
lung besitzen. So gibt es strenggenommen keinen Algorithmus fiir
die Addition reeller Zahlen in Dezimalbruch-Darstellung. Da wir in
der Praxis sowieso stets mit endlichen Approximationen solcher unend-
lichen Objekte arbeiten, konnen wir trotzdem wieder sinnvoll von Al-
gorithmen sprechen.

2. Effektivitit (prinzipielle Machbarkeit) darf nicht mit Effizienz (wirt-
schaftlich verniinftige Machbarkeit) verwechselt werden. Ein Beispiel
fur einen nicht effektiven Rechenschritt wéare etwa:

Falls die Dezimalbruchentwicklung von x nur endlich oft die Zif-
fer 3 enthiilt, ist das Ergebnis 5.

Die hier angegebene Bedingung lafit sich z.B. fiir x = 7 nicht tiber-
priifen. Ein nicht effizienter Rechenschritt demgegentiber waére:
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Berechne alle moglichen Fortsetzungen des gegebenen Schach-
spiels jeweils bis zum Spielende und suche danach den besten Fol-
gezug aus.

Dieser Rechenschritt ist effektiv durchfiihrbar, weil sich in einem Spiel
keine Stellung wiederholen darf und es nur endliche viele davon gibt.
Allerdings ist die Zahl der moglichen Fortsetzungen normalerweise
so grofs, dafs wir sie weder alle (zum notwendigen Vergleich) spei-
chern noch innerhalb eines Menschenlebens berechnen konnen.

3. Manchmal wird die Forderung nach Terminiertheit fallengelassen, um
eine grofiere Klasse von Problemen behandeln zu kénnen. Bei diesen
Algorithmen kann die Berechnung fiir manche Eingaben abbrechen,
fiir andere ewig weiterlaufen.

4. Auch von der Forderung nach Determiniertheit wird manchmal ab-
gesehen, was bedeutet, daff an manchen Stellen des Verfahrens ei-
ne Wahlmoglichkeit besteht, die nicht durch feste Regeln abgefangen
wird.

Die Theoretische Informatik beschéftigt sich unter anderem mit der Klas-
se aller algorithmisch losbaren Probleme und deren Komplexitiat sowie mit
der algorithmischen Unlosbarkeit.

Hier interessieren wir uns mehr dafiir, wie und nach welchen Regeln
wir von einem Problem zu einer algorithmischen Losung kommen. Wir
werden feststellen, dafs es sogenannte Paradigmata (,,Algorithmen-Grund-
muster”) gibt, die in ganzen Klassen von Problemen zu einer Losung fiih-
ren.

3.2 Programme

Zur Notation von Programmen ist zunichst einmal eine bestimmt Sprache
vonnoten. Hier wird es diese Sprache in zwei Erscheinungsformen geben,
eine von der mathematischen Notation beeinflufite ,kalligraphische” Va-
riante (jeweils in der linken Halfte der Seite) und eine fiir die Maschine
lesbare Variante (in der rechten Haélfte der Seite). Eine solche Aufspaltung
ist erstmals bei der Programmiersprache ALGOL 60 vorgenommen wor-
den. Die eigentliche Sprache ist in beiden Erscheinungsformen die gleiche.
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Die von uns verwendete Sprache ist Scheme [KCR98]; als Programmiersy-
stem hierzu empfehlen wir DrScheme. Das Programmiersystem basiert auf
einem interaktiven Paradigma: Die Verwendung eines Rechners entspricht
einem , Frage-Antwort-Spiel”, dhnlich wie bei einem Taschenrechner. Der
Rechner wartet auf eine Eingabe in Form eines Terms; wenn diese Eingabe
vorliegt, wertet der Rechner den Term aus und gibt seinen Wert als Anwort
aus, anschlieflend wartet er wieder auf eine Eingabe. Auf Englisch heifst
dieses Vorgehen des Rechners ,read-eval-print loop”, kurz: REPL. Einen ein-
facher Ablauf der REPL notieren wir als

a
>0

notiert, was bedeutet, dafs der Rechner auf die ,,Frage” a mit dem Wert b
antwortet.

3.2.1 Ausdriicke, Namen

Die einfachste Leistung der REPL ist die Auswertung von Ausdriicken, die
in Scheme in einer vollstindig geklammerten Préfixnotation aufgeschrie-
ben werden miissen und in der Fachterminologie Formen heifsen.

23+42 (+ 23 42)

>> 65 >> 65

(7+4)(9-3) (x (+ 7 4) (-9 3))
S>> 66 S>> 66

Die Zeichenfolgen ,,23”, 42" etc. heifSen in der Fachterminologie Litera-
le; sie bezeichnen ohne jeden Umweg bestimmte (konstante) Werte.

Sinnvoll werden Ausdriicke erst, wenn wir Namen fiir Ausdriicke ein-
fithren konnen und diese Namen dann stellvertretend fiir die Werte der
entsprechenden Ausdriicke verwendet werden kénnen:

def

7'[d:f 3.1415926 (define pi 3.1415926)
r=4 (define radius 4)
2mr (* 2 pi radius)

>> 25.132741 >> 25.132741
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Mathematiker verwenden fiir Konstanten und Variable gerne einzel-
ne lateinische oder griechische Buchstaben, hauptsédchlich deshalb, weil sie
Multiplikationszeichen einsparen mochten: Eine Variable bla konnte dann
mit dem Produkt b - 1- a verwechselt werden. Unter Programmierern sind
einzelne Buchstaben als Konstanten- oder Variablenbezeichner regelrecht
verpont; sie wihlen lieber aussagekriftige Bezeichner wie z.B. radius im
obigen Beispiel. Wir werden uns hier auch in der mathematischen Notation
meistens den , Luxus” aussagekriftiger Bezeichner leisten.

Ein Vorteil der Scheme-Syntax ist im iibrigen, dafs sich die Multiplika-
tion (wie auch andere sonst bindre Operationen) auch auf mehr als zwei
Argumente anwenden lafst.

Auf Definitionen antwortet die REPL nicht mit der Ausgabe eines Werts.
Definitionen haben ndmlich auch keinen eigenen Wert, sondern sie veran-
dern den internen Zustand der REPL in der Weise, daf$ an den neuen Na-
men nunmehr der dahinter folgende Wert gebunden wird.

Das Vergeben von Namen ist eine erste schwache Form der bereits ange-
sprochenen Abstraktion: Nachdem der Programmierer einmal einen Namen
fiir, beispielsweise, 7t vergeben hat, kann er anschliefiend den Wert verges-
sen und statt dessen die abstrakte Bezeichnung 7t verwenden.

In der Programmiersprache Scheme sind fast alle Kombinationen von
Zeichen giiltige Bezeichner; die Scheme-Konventionen setzen sich damit von
vielen anderen Programmiersprachen ab, in denen im wesentlichen nur
Folgen aus Buchstaben und Ziffern als Bezeichner verwendet werden kon-
nen.

Offensichtlich wird das Abstraktionsprinzip erst dann voll wirksam,
wenn auch Funktionen durch Ausdriicke bezeichnet werden konnen. Der
Logiker A. CHURCH hat dafiir die sogenannten A-Ausdriicke eingefiihrt;
wir werden uns in einem spéteren Abschnitt (5.4) noch damit beschiftigen.



3.2. PROGRAMME 57

def . .
C = Ar.2mr (define circumference

(lambda (radius)
(* 2 pi radius)))
A % Ar 2 (define area
(lambda (radius)
(* pi radius radius)))

C(4) (circumference 4)
S>> 25.132741 >> 25.132741
A(4) (area 4)

>> 50.26548160 >> 50.26548160

Die Formel Ar.27r, die auch A-Abstraktion genannt wird, bedeutet dabei:
,dies ist eine Funktion, die ein Argument erwartet; wenn dieses Argument
T ist, dann ist der Wert der Funktion 27tr”. Der Ausdruck 27tr heifst dabei
auch der Rumpf der Abstraktion. r heifst Parameter der Abstraktion. Der
Punkt ist in der mathematischen Notation notig, um mehrere mogliche Ar-
gumente vom Rumpf der Abstraktion abzutrennen (s. nachfolgendes Bei-
spiel); in Scheme erledigen Klammern diese Aufgabe:

p df }\mn.m_zzn (define parking-lot-cars
(lambda (number-of-wheels
number-of-vehicles)
(/ (- number-of-wheels
(* 2 number-of-vehicles))
2)))
P(14,5) (parking-lot-cars 14 5)
> 2 > 2

Programmiersprachen, welche die vollen Moglichkeiten der A-Abstraktion
abbilden, nennt man funktionale Programmiersprachen, unter anderem des-
halb, weil hier Funktionen in vollem Umfang als Werte behandelt werden
konnen. Mit anderen Worten: auch Ausdriicke wie

Ar.27tr | (lambda (r) (* pi r r)))

haben einen Wert; wir nennen diesen Wert eine Prozedur. Ausdriicke der
Form
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A(B,C) | (ABCQ)

nennen wir Applikationen (Anwendungen), und zwar deshalb, weil wir uns
hier das erste Element (A) als Operator vorstellen, der auf die Operanden (B
und C) angewendet werden soll.

An dieser Stelle wollen wir erstmalig zu verstehen versuchen, wie die
REPL funktioniert. Dazu eignet sich an dieser Stelle noch das sogenannte
Substitutionsmodell, das wir induktiv wie folgt beschreiben:

Definition 3.2 (Auswertung einer Form) Gegeben sei eine Form x; zu er-
mitteln ist der Wert von x. Dieser Wert wird wie folgt bestimmt:

1. x ist Literal: Der Wert von x ist der Wert des Literals.

2. x ist Name: Wenn an x durch eine Definition ein Wert gebunden wur-
de, dann ist der Wert von x der an x gebundene Wert. Anderenfalls
liegt ein Fehler vor; es gibt dann keinen Wert von x.

3. x = (rny ... ny) ist Applikation: Ermittle (rekursiv) die Werte von
r und ny,...,ny. Wenn der Wert von r eine Prozedur P mit Para-
metern p1,...,pm ist, dann ersetze (,,substituiere”) im Rumpf von P

den Namen py durch den Wert von n usf. bis zur Ersetzung von p,
durch den Wert von n,,, und ermittle anschlieBend den Wert des sol-
chermafien modifizierten Rumpfs von P; dieser ist der Wert von x. Ist
der Wert von 1 keine Prozedur oder hat sie eine unpassende Anzahl
von Parametern, so liegt ein Fehler vor; es gibt dann keinen Wert von
X.

Bei der letzten Regel kann es scheinbar zu Mehrdeutigkeiten kommen;
wie soll etwa

Ax.Ax.x +1)(x+2))13 | ((lambda (x)
((lambda (x) (+ x 1)) (+ x 2)))
13)
ausgewertet werden? Das Problem hierbei ist offensichtlich die Zuordnung
der Vorkommen von x in dem Riimpfen zu den entsprechenden A-Abstrak-
tionen. Hier gilt das Prinzip der lexikalischen Bindung: Ein Name gehort im-
mer zu der Abstraktion, die ihm, von innen nach aufien gesucht, am néch-
sten liegt. Der obige Ausdruck ist somit gleichbedeutend zu dem Ausdruck
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(Ax.(Ay.y +1)(x+2))13] ((lambda (x)
((1lambda (y) (+ y 1)) (+ x 2)))
13)
bei dem es keine Mehrdeutigkeiten gibt.

3.2.2 Fallunterscheidungen

Mit Ausdriicken der bisher studierten Form lassen sich keine sehr inter-
essanten Programme schreiben; der Ablauf ist jeweils vollstindig deter-
minijert und fiir alle Auswertungen, abgesehen von moglicherweise unter-
schiedlichen Datenelementen, gleich. Das mindeste, was wir fiir die Kon-
struktion nicht-trivialer Programme benoétigen, sind Fallunterscheidungen,
wie im folgenden Beispiel:

(define abs
(lambda (x)
(if =x 0)
X

(- x)))

In der mathematischen Tradition verwendet man fiir Fallunterscheidun-
gen gerne geschweifte Klammern, in Scheme ist dafiir die if-Kombination
(conditional) vorgesehen. Fiir den Augenblick wollen wir uns auf Fallunter-
scheidungen der oben aufgefiihrten Form beschranken, bei der ein Zweig
durch einen , Test”, d.h. durch einen booleschen Ausdruck (,,x > 0”), und
der andere Zweig nur mit ,sonst” dekoriert ist, d.h. also alle anderen Félle
abdeckt. Der durch den Test bewehrte Zweig nennt sich Konsequente, der
andere Alternative.

def x fallsx >0
x| = Ax.
—X sonst

Selbstverstandlich ist ein Test fiir sich auch ein giiltiger Ausdruck, den
wir auswerten konnen:

3>1 (>= 3 1)
>T > #t
1>3 (>=1 3)
> 1 > #f

Damit haben wir gleichzeitig gesehen, wie die Literale fiir die Wahr-
heitswerte in Scheme aussehen. In Scheme ist es selbstverstandlich, daf3 con-
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ditionals an jeder Stelle eines Ausdrucks auch eingeschachtelt vorkommen
konnen. Da sich dhnliches in der mathematischen Notation mit den ge-
schweiften Klammern nur schwer nachvollziehen ldft, gehen wir von die-
ser Notation ganz ab und verwenden statt dessen if-then—else:

x| def Ax.(if x > Othen + else —)x | (define abs
(lambda (x)
(if (>=x 0)
+
-)
x))

Die Vorschrift in Definition 3.2 zur Auswertung einer Form miissen wir
jetzt ergdnzen um

Definition 3.3 (Auswertung von if-Klauseln) Zu den Vorschriften von De-
finition 3.2 tritt folgende hinzu:

4. x = if t then c else a: Ermittle den Wert von t. Wenn der Wert T ist,
dann ist der Wert von x der Wert von ¢, sonst der Wert von a.

3.2.3 Rekursive Definitionen

Der Hauptwert der Fallunterscheidung liegt darin, dafs es mit ihrer Hil-
fe moglich ist, rekursive Funktionsdefinitionen aufzuschreiben. Bei den re-
kursiven Funktionsdefinitionen in Kapitel 2 haben wir die Fallunterschei-
dungen auf den linken Seiten von Gleichungssystemen vorgenommen; die
praktische Anwendung einer solchen Definition beruht auf einem Prozef3
der Auswahl eines passenden Musters (pattern matching) und ist fiir die
Maschine nicht so geradlinig zu befolgen wie Definitionen der folgenden
Gestalt:

n! € An. if x > 1 then 1 (define factorial
elsen(n —1)! (lambda (n)
(if (=n 1)
1
(* n
(factorial (- n 1))))))
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An dieser Stelle wollen wir uns nochmals vergewértigen, wie die Aus-
wertung einer Form funktioniert. Die Zwischenschritte listen wir dabei in
jeweils einer neuen Zeile auf; die REPL wird nur das letzte Element dieser
Folge (hinter ,>>") ausgeben. In der Scheme-Version kiirzen wir den Rumpf
von factorial meist durch ,,...“ ab.

4! (factorial 4)
(An.ifn=1thenlelsen(n—1)!)4| ((lambda (n) ... ) 4)
if4 =1then 1else4(4 —1)! (if (=4 1)1
(* 4
(factorial (- 4 1))
))
4. 3! (* 4 (factorial 3))
4.(An. if n=1then (* 4 ((lambda (n) ... ) 3))
else n(n—1)1)3) (x4 (if (=3 1) 1
4.(if 3=1then 1 else 3(3 —1)!) (*x 3
(factorial (- 3 1))
)))

(4 (*x 3 (x2 Gf (=11)1
4.3-2-(if 1 =1 then 1 else 1(1—-1)!) (* 1

(factorial (- 1 1))
)))))
>>24
4.3.2-1
S>> 24

Wie bereits in Beispiel 2.6 erkennen wir auch hier, daf$ sich im Verlauf
der Rechnung eine immer grofiere Kette unausgewerteter Ausdriicke an-
sammelt, die sich erst nach der Erledigung aller rekursiven Aufrufe aus-
werten lassen. Wir nennen solche unerledigten Aufgaben, die erst nach der
Erledigung eines rekursiven Aufrufs bearbeitet werden kénnen, den Korn-
text des rekursiven Aufrufs. Im Beispiel 2.6 haben wir gesehen, wie sich
durch ,Rechnen auf den Parametern” das Ansammeln eines immer gro-
Beren Kontexts vermeiden ldf3t; dhnliches konnen wir unter Verwendung
einer zweistelligen Hilfsfunktion auch bei der Fakultdtsfunktion bewirken:
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def

n! = An.fac2(n,1) (define factorial
fac2 d:ef anr. ifn=1thenr (lambda (n)
else fac2(h — 1,n - 1) (fac2 (n 1)))

(define fac2
(lambda (n result)
(if (=n 1)
result
(fac2 (- n 1)
(* n result)

))))

Eine rekursive Definition der bei fac2 vorliegenden Form heifst endre-
kursiv oder iterativ. Offensichtlich sind iterative Definitionen fiir eine Ma-
schine leichter zu befolgen, da keine Kontexte entstehen und deshalb keine
Verwaltung von Aufgaben erfolgen mufi, die erst nach der Riickkehr von
dem rekursiven Aufruf bearbeitet werden konnen.

Hier leider noch

3.3 Aufgaben

Aufgabe 3.1 Beschreiben Sie den Algorithmus zur Multiplikation zweier
Dezimalzahlen unter der Voraussetzung, dafs zwei Dezimalzahlen a und b
gegeben sind sowie eine Tabelle K(i, j) (, kleines Einmaleins“) mit1 <i< 9,
1 <j <9, wobei K(i,j) = i-j. Begriinden Sie anhand von Eigenschaften
der Dezimalzahlen, warum dieser Algorithmus korrekt ist.

Aufgabe 3.2 Fiir zwei Zeichenfolgen T =T;... Teund M = My... My, soll
entschieden werden, ob M innerhalb von T auftritt, und, falls ja, an welcher
Stelle dies zum erstenmal der Fall ist. Geben Sie eine genaue Spezifikation
und einen Algorithmus fiir dieses Problem an.

Aufgabe 3.3 Entwerfen Sie einen Algorithmus , Lexikographische Ordnung”
fiir eine Liste von n Namen, die geordnet auszugeben sind. Bedienen Sie
sich des Prinzips der schrittweisen Verfeinerung. Die Zerlegungsschritte
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sind anzugeben und die Unteralgorithmen zu spezifizieren. Noch notwen-
dige Festlegungen fiir die Spezifikation sind in angemessener Weise selbst
zu treffen.

Aufgabe 3.4 Spezifizieren Sie das folgende Problem und entwickeln Sie
einen rekursiven Algorithmus zu seiner Berechnung;:

Aus einer Folge von n Zahlen sei das Minimum und das Maxi-
mum zu ermitteln.

Aufgabe 3.5 Bestimmen Sie fiir n = 7 die Anzahl der notwendigen Ver-
gleichsoperationen im Algorithmus aus der vorangehenden Aufgabe und
geben Sie die Zerlegung der Eingabefolge in Teilfolgen an.
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