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Kapitel 4

Abstrakte Datentypen

4.1 Einfiihrung

Beim Entwurf eines Programms treten neben den Algorithmen auch (sozu-
sagen gleichberechtigt) problemspezifische Datenstrukturen bzw. Datenty-
pen auf. In der Tat kann man sagen, dafs sich die Losung eines Problems auf
Datenstrukturen und Algorithmen verteilt. Wir haben dies am Beispiel der
, Ttirme von Hanoi” und des Nim-Spiels gesehen. In Abhédngigkeit von der
Programmiersprache miissen wir solche Datenstrukturen immer irgendwie
darstellen, d.h. wir miissen sie auf Vorrichtungen abbilden, welche die Pro-
grammiersprache anbietet. So haben wir etwa bei den , Tiirmen von Ha-
noi” Ziige durch Paare und Zugfolgen durch Listen dargestellt. Die Praxis
der Programmierung hat gezeigt, dafy eine solche Darstellung immer et-
was andere Eigenschaften hat, als wir uns ,abstrakt” von der gewiinschten
Datenstruktur wiinschen wiirden. Viele Fehler im Programmieren werden
dadurch begangen, dafs wir uns an der Stelle, wo wir die Datenstruktur
verwenden, auf Eigenschaften der Darstellung verlassen. Wird dann spéter
die Darstellung aus irgendwelchen Griinden geédndert, z.B. zur Effizienz-
steigerung oder wegen der Einfiihrung neuer Leistungen, so miissen alle
Verwendungsstellen aufgespiirt werden, an denen auf die alte Darstellung
bezug genommen wurde. Wird dabei eine Verwendungsstelle iibersehen,
so wird das Programm spéter aus unerklédrlichen Griinden absttirzen.

Deshalb ist der Gedanke verniinftig, Datenstrukturen in einer abstrak-
ten Weise zu verwenden, so daf8 wir uns an der Verwendungsstelle auf
keine Details der Darstellung beziehen konnen. Die Tragermenge und die
genaue Darstellung der Operationen ist an der Verwendungsstelle nam-
lich dann gar nicht mafsgeblich, wenn wir uns auf die zuldssigen Operatio-
nen der Datenstruktur und deren spezifizierte Eigenschaften beschranken.
Diese Einschrankung hat den Vorteil, dafd man wéhrend der Algorithmen-
bzw. Programmentwicklung die interne Darstellung des Datentyps sowie
die Implementierung der zuldssigen Operationen nach Belieben (z.B. aus
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94 KAPITEL 4. ABSTRAKTE DATENTYPEN

Effizienzgriinden) dndern kann, ohne dafS dies einen Einflufd auf die Ver-
wendungsstellen hat. David L. PARNAS hat hierfiir das Wort , Geheimnis-
prinzip” (,,information hiding principle”) eingefiihrt. In der Softwaretech-
nik nennt man dieses wichtige Konzept Datenkapselung oder Datenabstrakti-
on.

Im Zusammenhang mit Programmiersprachen verwendet man das Wort
,Datenstruktur” hdufig fiir komplexere Gebilde, die stdrker strukturiert
sind als die Elemente der sogenannten ,primitiven Datentypen”. Wir ma-
chen diesen Unterschied hier nicht, sondern verwenden die Worter , Da-
tentyp” und , Datenstruktur” synonym.

Datentypen sind fiir uns nicht blofs Mengen, sondern es interessiert in
der Informatik vor allem, welche Operationen man auf den Daten ausfiih-
ren kann. Mit anderen Worten: Datentypen sind Algebren im Sinne der im
vergangenen Kapitel eingefiihrten Terminologie.

Definition 4.1 (Datentyp) Ein Datentyp D ist eine Z-Algebra. Wir schreiben
einen Datentyp in der Form D = (M;X) bzw. D = (M;fy,...,fn), wenn
Z:f],...,fn.

Wir werden sehen, daf$ wir gegeniiber Definition 2.34 einen allgemeine-
ren Begriff von Algebra brauchen. Die dort vorgestellten Algebren sind sog.
homogene oder einsortige Algebren: Alle Elemente der Tragermenge sind von
gleicher Art. Fiir die Beschreibung von Datentypen brauchen wir heterogene
oder mehrsortige Algebren, bei denen die Tragermenge in Teilmengen un-
terschiedlicher Bauart zerfallt. Zundchst machen wir uns jedoch an einem
einsortigen Beispiel klar, wieso die Zuordnung von bestimmten Operatio-
nen zu einer Menge fiir die Informatik besonders wichtig ist:

Beispiel 4.2 Sei Q die Teilmenge der rationalen Zahlen, die sich in Dezi-
maldarstellung mit maximal 10 Ziffern schreiben lassen. Der zugrundelie-
gende Datentyp eines einfachen Taschenrechners ist dann

def
Ql :e <Q)+)_a X)/)
(Dabei sind alle Operationen Funktionen von Q x Q nach Q.) Wenn wir
auf diesem Taschenrechner etwa Prozentrechnung durchfiihren wollen, so
miissen wir diese zuerst auf die Operationen des eingebauten Datentyps
reduzieren, d.h. also z.B. ,, x5%" ersetzen durch ,,x0, 05 und ,,+5%" durch
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,%1,05”. Ein etwas komfortablerer Taschenrechner bietet uns vielleicht den
folgenden Datentyp an:

def

QZ = <Q;+)_)X)/)%’a\/)—()x2>

Beide Datentypen haben die gleiche Tragermenge, aber die Existenz der
,/x"“-Funktion in Q; stellt ein schwerwiegendes Problem dar, wenn wir
eine Rechnung des Q,-Rechners auf dem Qi-Rechner ausfithren wollen.
Noch komplizierter wird es, wenn wir den folgenden ,Luxus-Datentyp”
betrachten:

Q3 def (Q;+,—, %, /, %, VX, x%, sin, cos, tan, exp, In)
Hier ist es fiir den Normalbiirger schlicht unmoglich, eine Rechnung eines
Q@3-Rechners auf dem Q7-Rechner nachzuvollziehen.

Wir sehen, daf3 die blofle Angabe der Tragermenge keine besondere
Aussagekraft hat, wenn wir an Rechenprozesse denken; hier sind die ope-
rativen Fahigkeiten eines Datentyps wesentlich wichtiger.

Auf den ersten Blick scheint es zundchst unmoglich, iiber Datentypen
unabhéangig von ihrer Darstellung reden zu konnen: jede Bezeichnung, die
wir uns fiir Elemente abstrakter Datentypen ausdenken, ist selbst schon
eine Darstellung. Die Terme zusammen mit dem Erzeugungsprinzip und
Satz 2.35 geben uns eine ziemlich neutrale Moglichkeit der Bezeichnung an
die Hand, wenn wir uns auf induktiv erzeugte Datentypen beschrénken:

Jedes Element eines induktiv erzeugten Datentyps ldf3t sich durch einen

(variablenfreien) Term bezeichnen. Die Menge Tx def Ts(#) der variablen-
freien Terme bietet sich also als Tragermenge eines abstrakten Datentyps
an.

4.2 Boolesche Werte

Als trivialstes Beispiel wollen wir die schon bekannte Boolesche Algebra als
abstrakten Datentyp definieren. Wir verwenden dabei eine Art von Datentyp-
Spezifikationssprache, die wir hier nicht formal einfiihren.

Wenn wir abstrakte Datentypen spezifizieren, abstrahieren wir von der
Triigermenge und konnen dann natiirlich auch die Operationen nicht explizit
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angeben. Der Schliissel zur préazisen Definition von abstrakten Datentypen
ohne Angabe der Tragermenge liegt in der Idee, die Tragermenge selbst mit
Hilfe von sogenannten erzeugenden Operationen zu definieren.

datatype Boolean;
sorts Boolean;
constructors
true : — Boolean;
false : — Boolean;
operations
not : Boolean — Boolean;
and : Boolean X Boolean — Boolean;
or : Boolean X Boolean — Boolean;
end

Dies ist ein besonders trivialer Fall einer induktiven Definition, denn sie
besteht nur aus der Induktionsverankerung: die einzigen Elemente der Sor-
te Boolean, die wir iiberhaupt konstruieren kénnen, sind true und false.
Die zusétzlichen Operationen not, and und or erzeugen keine weiteren Da-
tenelemente.

Durch eine solche Definition wird nur ein Operationsalphabet I in einer
programmiersprachendhnlichen Notation festgelegt. Spezifikationen dieser
Art sind reine Syntax; wir miissen separat erkldren, was denn die Semantik
davon sein soll, d.h. was solche Spezifikationen bedeuten. In der mathe-
matischen Logik spricht man davon, Modelle fiir Definitionen zu finden;
Informatiker wiirden wahrscheinlich eher von Implementierungen reden. In
erster Ndherung wiirden wir jede Z-Algebra als ein Modell des oben vor-
gestellten Datentyps betrachten. Betrachten wir also einige Modelle:

1. A ={W, F} mit den Operationen

truea = W
falsea = F
nota(x) = if x =W then Felse W
anda(x,y) = ifx=WthenyelseF
ora(x,y) = ifx=W thenW elsey

Dies ist bis auf Isomorphie sicher das Modell, das wir im Auge ge-
habt haben; es entspricht dem, was wir im Abschnitt , Aussagenlo-
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gik” beschrieben haben. Zu beachten ist aber, dafi Namen nur Schall
und Rauch sind: hédtten wir and und or jeweils mit vertauschten Defi-
nitionen aufgeschrieben oder hitten wir etwa definiert

andA(x,y) =

OI'A(X,y) =

so wire unsere Algebra A nicht die Boolesche Algebra, aber immer
noch eine ganz legitime X-Algebra. Man kann aber auch ganz andere
Modelle definieren:

2. B = {maybe} mit den Operationen

trueg = maybe
falseg = maybe
notg(x) = maybe
andg(x,y) = maybe
org(x,y) = maybe

Dieses Modell ist offensichtlich zu klein, um etwas sinnvolles damit
anstellen zu koénnen; in der Mathematik nennt man dies die ,ein-
punktige Algebra”. Es ist aber genau so leicht, Modelle zu definieren,
die zu grof3 sind:

3. C = Z mit den Operationen

truec = -1
falsec = 0
notc(x) = ifx #OthenOelse —1
andc(x,y) = x-y
orc(x,y) = ifx =0theny elsex

Dieses Modell ist deshalb zu grof, weil es aufier den geforderten Wahr-
heitswerten noch viele andere Werte enthilt, fiir die wir die Operatio-
nen ebenfalls definieren miissen, wenn wir totale Operationen haben
wollen. Bei induktiven Definitionen werden solche , Nicht-Standard-
Elemente” durch das Prinzip des induktiven Abschlusses (,, Indukti-
onsaxiom”) ausgeschlossen. Wir haben uns hier die Freiheit genom-
men, bei der ,Implementierung” eine Ausnahme vom Induktionsaxi-
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om zu machen; solche Freiheiten nimmt man sich beim implementie-
ren haufiger. Man kann tibrigens mit den hier angegebenen Operatio-
nen sinnvoll rechnen, wie die folgenden Beispiele zeigen:

notc(truec) = notc(—1) =0 =falsec
notc(falsec) = notc(0) =—1=truec
notc(4711) = 0= falsec

Wir konnen dies so interpretieren, daff in diesem Modell die 0 die
Rolle des Wahrheitswerts F spielt, wiahrend jede andere Zahl impli-
zit als W interpretiert wird. Eine dhnliche Interpretation liegt in der
Programmiersprache C zugrunde, die eigentlich gar keine Wahrheits-
werte kennt. Betrachten wir noch einige weitere Beispiele:

andc(truec,falsec) = (—
andc(truec,4711) = (—
andc(falsec,4711) = 0-

1)-0=0=falsec
1)-4711 = —4711
4711 =0 = falsec

Bei der Operation or wollen wir uns auf die ,,Nicht-Standard-Elemente”

konzentrieren:
orc(truec,4711) = +truec
orc(4711,truec) = truec
orc(5110,4711) = 5110
orc(4711,5110) 4711

Wir erkennen, dafs die Operation or in dieser Algebra nicht kommu-
tativ ist.

4.3 Zihler

Der folgende abstrakte Datentyp soll einen Zihler darstellen, den man auf
einen definierten Wert (vermutlich 0) zurticksetzen, herauf- und herunter-
zdhlen kann:

datatype Counter;
sorts Counter;
constructors
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reset : — Counter;

inc : Counter — Counter;
operations

dec : Counter — Counter;
end

Auch dazu wollen wir verschiedene Modelle betrachten:

1. A = IN mit den Operationen

reseta = 0
inca(n) = n+1
deca(n) = ifn=0thenOelsen—1

Dieses Modell konnen wir in der Tat dazu verwenden, z.B. {iber die
Anzahl von Menschen in einem Raum Buch zu fiihren. Die augen-
blickliche Anzahl (,,der Wert des Zahlers”) 143t sich direkt ermitteln,
und man sieht, daf$ in diesem Modell fiir alle x € IN gilt

deca(inca(x)) =x
Die ,umgekehrte” Gleichung
inca(deca(x)) =x

gilt nur fiir x # 0, denn wir haben das Herunterzidhlen in diesem
Modell einfach bei 0 begrenzt.

2. B = IN mit den Operationen

resetg = 4711
incg(n) = 2n+1
decg(n) = 2n

In diesem Modell haben wir willkiirlich dafiir gesorgt, dafs der Wert
des Zahlers nicht direkt ablesbar ist. Ist in der Algebra A etwa der
Wert des Terms

dec(dec(inc(inc(reset))))

gleich 0, so ist er in der Algebra B gleich 75388. Hieraus die von dem
Zidhler festgehaltene Anzahl (= 0) zu ermitteln, ist nicht ganz ein-
fach. Dafiir hat die Algebra B aber eine interessante Eigenschaft: wir
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konnen hier ndmlich die komplette Geschichte des Zahlers rekonstru-
ieren. Es entstehen durch inc nur ungerade Zahlen, durch dec nur
gerade. Finden wir also eine gerade Zahl vor, so wissen wir, dafs die
letzte ausgefiihrte Operation des Zahlers eine dec-Operation gewesen
ist. Finden wir eine ungerade Zahl vor, die verschieden von 4711 ist,
so mufs die letzte Operation eine inc-Operation gewesen sein. Aus
der Zahl 75388 kénnen wir also rekonstruieren

75388 = decp(37694)
= decg(decp(18847))
= decg(decg(incg(9423)))
= decg(decg(incg(incg(4711))))
(decp(

= decg(decg(incg(incg(resetg))))

Wir haben mit diesem Modell also eine Methode konstruiert, wie man
Terme in Zahlen codieren kann.

3. C={0,...,p} mit den Operationen

resetg = 0
incg(n) = ifn=pthenOelsen+1
decg(n) = ifn=0thenpelsen—1

Dies ist ein sogenannter Ringzéhler, der ,modulo p + 1” zéhlt.

Wir erkennen, daf unsere Datentyp-Spezifikationssprache momentan
noch nicht méchtig genug ist; es wére wiinschenswert, die Klasse der Mo-
delle starker einschranken zu konnen. Ein unproblematischer Weg zu die-
sem Ziel ist durch Gleichungen gegeben. Wir konnten etwa das Zahler-Beispiel
durch folgende Gleichungen erweitern:

equations
dec(inc(c)) = c;
inc(dec(inc(c))) = inc(c)

und dann verlangen, daff nur solche Algebren als Modelle in Frage
kommen, in denen diese beiden Gleichungen gelten. Die Giiltigkeit von
Gleichungen laf3t sich sinnvoll wie folgt definieren:
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Definition 4.3 Sei L ein Operationsalphabet, A eine Z-Algebra, X eine Va-
riablenmenge, t1,t2 € Tx(X). Die Gleichung

ti =1

ist giiltig in A genau dann, wenn fiir alle Variablenbelegungen f : X — A
gilt

f(t1) = f(t2)
wobei f der eindeutige Homomorphismus entsprechend Satz 2.35 ist. Eine

Menge E von Gleichungen ist giiltig in .A genau dann, wenn jede einzelne
Gleichung e € E in A giiltig ist.

Mit dieser Definition scheidet die oben vorgestellte Algebra B aus, da in
ihr beide Gleichungen nicht gelten. Die Algebren A (unbeschriankter Zah-
ler) und C (Ringzédhler) sind jedoch giiltige Modelle fiir die Spezifikation
mit den beiden Gleichungen.

4.4 Listen

Am Beispiel der Listen, die wir schon von den Scheme-Programmen ken-
nen, wollen wir einen abstrakten Datentyp vorfiihren, der Mengen unter-
schiedlicher , Sorte” braucht, von denen eine die Trigermenge des Daten-
typs ist:

Beispiel 4.4

datatype List(A);
sorts A, List;
constructors
empty: — List;
cons : A x List — List;
operations
head : List — A;
tail : List — List;
empty?: List — Boolean;
cat: List X List — List;
len: List — IN;
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equations
head(cons(a,1l)) = a;
tail(cons(a,l)) = 1;
empty? (empty) = True;
empty?(cons(a,l)) = False;
cat (empty,v) = v,
cat(cons(a,1),1’) = cons(a,cat(1,1”));
len(empty) = 0;
len(cons(a,l)) = len(l) +1

end

Wir erkennen zunéchst, dafs wir nunmehr einen erweiterten Begriff der
Stelligkeit von Operationssymbolen brauchen. cons und cat sind beides
zweistellige Operationen und sind doch von grundsitzlich anderem Typ.
Bei heterogenen Algebren auf der Basis einer Menge S von Sorten definiert
man ein Paar (w, s) mitw € $* und s € S als Stelligkeit von Operationssym-
bolen. cons ist somit ein (AList,List)-stellige Operationssymbol und cat
ein (List List, List)-stelliges. Wir wollen dies hier nicht formal ausfiihren;
wer sich fiir die Details interessiert, kann in [?] nachschauen.

Die definierenden Gleichungen fiir empty?, cat und len erfiillen die
Bedingungen fiir die strukturelle Rekursion, so dafy wir sicher sein kon-
nen, dafy dadurch Operationen auf List(A) eindeutig definiert werden. Die
Gleichungen fiir head und tail dagegen sind keine vollstandigen strukturell-
rekursiven Definitionen; in der Tat sind diese Operationen beide partiell.
Wir erlauben auch die Spezifikation partieller Operationen durch strukturell-
rekursive Gleichungsmengen.

In Scheme-Programmen verwendet man z.T. andere Bezeichnungen fiir
die hier beschriebenen Operationen; so schreibt man car statt head, cdr statt
tail etc. Die hier abweichend gewéhlte Notation soll helfen, den abstrakten
Datentyp , Liste” von seiner Implementierung in Scheme zu unterscheiden.

Wir fiihren noch die folgenden Bezeichnungen fiir verschiedene Arten
von Operationen bei abstrakten Datentypen ein:

Definition 4.5 (Operationen in abstrakten Datentypen)
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Konstruktoren bauen eine Datenstruktur auf. Alle Elemente des abstrak-
ten Datentyps lassen sich durch einen variablenfreien
Term beschreiben, der nur Konstruktoren enthilt.

Selektoren zerlegen eine Datenstruktur in ihre Bestandteile und sind
somit Inverse zu den Konstruktoren. Sie sind in der Re-
gel partielle Operationen.

Observatoren liefern Informationen iiber Elemente des abstrakten Da-
tentyps. Man geht davon aus, dafy der innere Aufbau
der Elemente eines abstrakten Datentyps unbekannt ist
und daf$ alles, was wir {iber diese Elemente in Erfahrung
bringen koénnen, durch Operationen geliefert wird, de-
ren Werte nicht im abstrakten Datentyp liegen. Manche
Selektoren kann man auch als Observatoren betrachten,
z.B. head in Beispiel 4.4.

Transformatoren formen Elemente eines abstrakten Datentyps um. Dies
ist eine Klasse von Operationen mit Ergebnis im abstrak-
ten Datentyp, die weder Konstruktoren noch Selektoren
sind.

Im Beispiel 4.4 sind head und tail Selektoren, empty?, head und len
Observatoren und cat ein Transformator.

Strukturell-rekursive Gleichungssysteme wie in 4.4 kann man, wie wir
schon gesehen haben, als Rechenregeln verstehen und kann, so lange ei-
nem nichts besseres einfillt, Programme schreiben, die genau so funktio-
nieren. Mathematisch haben aber Gleichungssysteme die Eigenschaft, daf3
man darauf Kalkiile aufbauen kann, die es ermoglichen, Beweise tiber glei-
chungssperzifizierte Objekte zu fithren. Den Begriff des Kalkiils werden wir
im ndchsten Abschnitt betrachten. An dieser Stelle wollen wir uns auf ein
intuitives Verstdndnis des ,Rechnen in einem Gleichungssystem” verlas-
sen, wie wir es aus der Schulmathematik mitbringen.

Beispiel 4.6 Als Beispiel soll gezeigt werden, dafd im Datentyp List(A) der
Term cons(head(l),tail(l)) fiir alle 1 # empty gleichbedeutend zu list. Das
bedeutet, dafd die durch diese beiden Terme bezeichneten Datenelemente
in allen Implementierungen von List(A) gleich sind.
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Das Erzeugungsprinzip lehrt zunéchst, daf$ stets entweder | = empty
oder | = cons(a,l’) fiir bestimmte a,l’ gilt. | # empty ist hier vorausge-
setzt, also gilt | = cons(a, l’). Daraus folgt

cons(head(l),tail(l)) = cons(head(cons(a,l’)),tail(cons(a,l’)))
= cons(a,tail(cons(a,l’))) nach Gleichung 1
= cons(a,l’) nach Gleichung 2
= 1.

Unter Voraussetzung eines Gleichheitspradikats auf dem Basistyp A
konnen wir die Gleichheit in List (A) durch eine (doppelt) strukturell-rekursive
Operation beschreiben:

operations
equal?: List X List — Boolean;
equations
equal?(empty,empty) = True;
equal?(empty,cons(a,l)) = False;
equal?(cons(a,l) ,empty) = False;
equal?(cons(a,l),cons(b,m)) = (a=b) and equal?(1l,m)

equal? ist das durch das Erzeugungsprinzip induzierte ,natiirliche”
Gleichheitspradikat auf List (A). Vielfach verzichtet man darauf, es eigens
zu spezifizieren, sondern versteht die Gleichheit von Elementen abstrakter
Datentypen standardmaéflig auf diese Weise.

Fiir Suchprobleme in Listen kann es durchaus interessant sein, zu wis-
sen, ob die Liste sortiert ist. Wir beschreiben zunichst sortierte bzw. sor-
tierbare Listen als Erweiterung der Listen aus Beispiel 4.4, wobei wir gleich-
zeitig eine Operation hinzunehmen, die nachpriift, ob ein Element in einer
Liste vorkommt:

Beispiel 4.7 Der Datentyp ,Sortierbare Liste” wird als Erweiterung des Da-
tentyps , Liste” beschrieben. In der nachfolgenden Spezifikation wird dies
durch die Zeile ,uses List (A)“ ausgedriickt. Diese ist so zu verstehen, als
ob der Text von 4.4 hier jeweils hinter die entsprechenden Schliisselworter
einsortiert wére. Die Zeile mit ,assumes” kann als eine Einschrdnkung an
die moglichen Parameter A verstanden werden, die wir hier akzeptieren. Es
sind nur solche Typen A erlaubt, die iiber ein Pradikat < verfiigen.
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datatype  Sortable_list(A);

uses List(A);
assumes < : A X A — Boolean;
(* < soll die Gesetze einer Halbordnung befolgen *)

operations
insert: A x List — List;
delete: A x List — List;
sort: List — List;
member?: A X List — Boolean;
count: A x List — IN;

sorted?: List — Boolean;

equations
insert(a,empty) = cons(a,empty);
insert(a,cons(b,1)) if a<b then cons(a,cons(b,1))
else cons(b,insert(a,l))

endif;
delete(a,empty) = empty;
delete(a,cons(b,1)) = if a=b then 1
else cons(b,delete(a,l))
endif;

(* Kommt ein Element mehrfach in einer Liste vor, so loscht
delete nur das erste Vorkommen *)

sort (empty) = empty;
sort(cons(a,l)) insert(a,sort(1l))

member? (a,empty)
member?(a,cons(b,1))

False;
(a=b) or member?(a,l);

count (a,empty) = 0;

count (a,cons(b,1)) = if a=b then l+count(a,l)
else count(a,l)
endif;
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sorted? (empty) = True;
sorted?(cons(a,l)) = if empty?(1) then True
else a < head(1)
and sorted?(1)
endif;

end

Die Sortiermethode, die wir hier bei der Operation sort angewendet
haben, heifit ,Sortieren durch Einftigen”. Diese elementare Sortiermethode
wird wohl von den meisten Menschen z.B. beim Sortieren eines Kartensta-
pels verwendet. Die hier zusitzlich aufgenommene Operation count brau-
chen wir in Spezifikation 4.8.

Wer einmal versucht hat, Operationen wie insert in einer imperativen
Programmiersprache wie z.B. PASCAL aufzuschreiben, wird an dieser Stelle
bemerken, daf$ diese deutlich weniger verstandlich sind, und dann erken-
nen, wie vorteilhaft eine abstrakte Beschreibung demgegeniiber sein kann.

Als Beispiel, wie man Eigenschaften eines rekursiven Algorithmus iiber
abstrakten Datentypen durch Induktion beweisen kann, fithren wir das Mi-
schen zweier sortierter Listen in eine sortierte Ausgabeliste vor:

Spezifikation 4.8 (Mischen) Zu zwei sortierten Listen A, B ist die Mischung
merge(A, B) zu einer sortierten Ausgabefolge zu ermitteln.

Deklarationen: Typen: S eine Menge mit einer Halbordnung <,
List(S) die Menge der endlichen Listen tiber S.

Funktionen: merge : List(S) x List(S) — List(S).
Eingabe: A,B € List(S).
Vorbedingung: sorted?(A) /A sorted?(B).
Ausgabe: merge(A,B) def ¢ € List(S).
Nachbedingung:

1. (Vs € S) count(s,A) + count(s, B) = count(s, C)
2. sorted?(C)
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Auch an diesem Beispiel mochten wir nochmals zeigen, wie bequem
mit einem funktionalen Programmierstil gearbeitet werden kann:

Beispiel 4.9 In unserer Datentyp-Spezifikationssprache kann die Operati-
on merge wie folgt beschrieben werden:

operations merge: List x List — List;

equations
merge (A,empty) = A;
merge (empty,B) = B;

merge (cons(aj,A) ,cons(by,B)) =
if a; < by then cons(aj,merge(A,cons(by,B)))
else cons(by,merge(cons(ay,A),B))
endif

Wir mochten nun zeigen, daf eine Operation merge mit diesen Eigen-
schaften die Nachbedingung aus 4.8 erfiillt:

Beweis: Wir fiihren eine Induktion iiber | % len(A) + len(B) durch. Fur
L = 0 ist die Aussage trivial. Gelte die Behauptung bereits fiir ein gewisses
l und sei len(A) + len(B) = L+ 1. Fiir A = empty oder B = empty ist die
Aussage wieder trivial. Fiir A = cons(aj,A’) und B = cons(by,B’) gilt
zunichst sorted?(A’) und sorted?(B’) nach Definition von sorted?. Somit
ist die Vorbedingung fiir den rekursiven Aufruf von merge jeweils gegeben.
Wir unterscheiden dann die beiden Fille in der dritten Zeile der Definition
von merge:

1. a; < by: Wegen sorted?(A) gilt a; < head(A’) und damit a; <

cq def head(merge(A’, cons(by,B’))), da nach Definition von merge
nur ¢; = head(A’) oder ¢; = by in Frage kommt. Anwendung der
Induktionsvoraussetzung liefert sorted?(merge(A’, B)), woraus

sorted?(cons(ay,merge(A’, B)))

also sorted?(C) folgt. Ebenso ergibt sich aus der Induktionsvoraus-
setzung

count(s,A’) + count(s,B) = count(s,merge(A’, B))
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fir alle s € S, dafs
count(ay,merge(A,B)) = count(ay, cons(a,merge(A’, B))) .

Hieraus ergibt sich Nachbedingung 1, da die s # a; nicht betroffen
sind.

2. aj > by: Dieser Fall ldfst sich auf gleiche Art behandeln.
O

Wie man sieht, ist die Korrektheit fiir die funktionale, strukturell-rekur-
sive Definition leicht einzusehen.

4.5 Badume

Wir haben Baume schon kurz im Zusammenhang mit Termdarstellungen
kennengelernt. Sie stellen oft die tibersichtlichste Art dar, komplexe Struk-
turen zu prasentieren. In der Tat sind fiir manche Leute die Begriffe , Term”
und ,Baum” geradezu synonym. Terme sind in gewissem Sinne jedoch ,,or-
dentlicher” aufgebaut als ganz allgemeine Baume: Bei den Termen ist mit
jedem Symbol eine feste Zahl von moglichen Teiltermen verbunden, wih-
rend bei den Baumen im allgemeinen an jedem Symbol eine beliebige Zahl
von Teilbdumen moglich ist.

Fiir die maschinelle Behandlung bieten Baume gegeniiber einer textli-
chen Darstellung als Zeichenkette uniibersehbare Vorteile, da es leichter ist,
Teilstrukturen zu erkennen und getrennt zu bearbeiten. Bevor wir Binar-
baume betrachten, wollen wir zundchst Baume im allgemeinen definieren

Definition 4.10 (Bdume, [?]) Sei T eine Menge (,, Typ*); dann ist die Menge
B(T) der Biume iiber T gegeben durch

1. emptytree € B(T) (der leere Baum)

2. Ist I eine endliche Menge (,,Indexmenge”) und « : I — B(T) eine Ab-
bildung, soist t = (w,«) € B(T), wobeiw &€ T Wurzel von t genannt
wird. Die t; € «(I) heifsen (direkte) Nachfolger von w oder (direkte)
Teilbdume von t.
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Die Gesamtheit der nach Bedingung 2 in t vorkommenden Elementew € T
nennen wir die Knoten des Baums. Ein Baum heifst geordneter Baum, wenn
fur alle Knoten die Indexmenge I geordnet ist (z.B. I = {1,...,n}). Knoten,
die keine Nachfolger haben (leere Indexmenge), heifien Blitter. Knoten, die
keine Blatter sind, heifSen innere Knoten.

Wenn wir von Baumen sprechen, so meinen wir in aller Regel geordne-
te Baume. Beziiglich der Knoten eines Baumes ist auch die folgende Termi-
nologie tiblich: Die Nachfolger eines Knotens heifSen auch Sohne; dement-
sprechend heifst der Knoten selbst Vater. Knoten, die Nachfolger desselben
anderen Knotens sind, heiffen sinngemif3 Briider. Bei geordneten Baumen
ergibt es dann auch einen Sinn, vom ersten bzw. letzten Sohn zu sprechen
oder vom ndchsten bzw. vorangehenden Bruder.

Fiir Baume sind verschiedene Notationen tiblich; einige davon stellen
wir hier vor:

Beispiel 4.11 (Darstellungen von Biumen)

1. Graphen:
B C
7N PN
D E F G H
| VRN N
I J K L M N o Pr

2. Klammerstrukturen: Wir haben bereits auf dem Zusammenhang zwi-
schen Termen und Baumen hingewiesen. Der oben vorgestellte Bei-
spielbaum lafit sich durch folgenden Term charakterisieren:

A(B(D(I), E(J, K, 1)), C(F(M), G(N, O), H(P)))

Dabei wurde die Wurzel jeweils wie ein Operationssymbol vor die

Klammern mit den direkten Nachfolgern geschrieben. Wie in der Alltags-

Mathematik haben wir Kommas zur Trennung der Argumente ver-
wendet. Bei Baumen kann man in diesem Zusammenhang auf die
Klammern nicht verzichten, da die Knoten keine feste ,Stelligkeit”
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wie die Operationssymbole in einer Algebra haben. Von Scheme her
kennen wir schon eine andere Notation fiir Biume als Klammerstruk-
turen; dabei wird jeweils ein Knoten zusammen mit seinen direk-
ten Nachfolgern in Klammern eingeschlossen, wozu man dann keine
Kommas braucht:

(ABDIHETKL)(C(FM)(GNO) (HP)))

3. Einrtickungsstrukturen:

A
B
D
I
E
J
K
L
C
F
M
G
N
0
H
P

Man mache sich klar, das der Informationsgehalt bei allen diesen unter-
schiedlichen Darstellungen der gleiche ist.

Definition 4.12 Die Zahl der direkten Nachfolger eines Knotens in einem
Baum heif3t Grad des Knotens. Der maximale Grad der Knoten eines Baums
heifst Grad des Baums.

Von besonderer Bedeutung sind die sogenannten Bindrbdume, die man
im wesentlichen als geordnete Baume vom Grad 2 betrachten kann. Wir
wollen 4.15 als Definition von Bindrbaumen betrachten.
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Beispiel 4.13 (Rechenbdume) Eine verbreitete Anwendung von Bindrbau-
men ist die Darstellung arithmetischer oder logischer Terme, wie sie in Bei-
spiel 2.33 bereits vorgefiihrt wurde. Solche Baume nennt man auch Rechen-
baume, weil sich an Thnen der Rechenprozefs zur Auswertung des Terms
sehr gut einsehen lafit: An den Bldttern des Rechenbaums beginnt die Rech-
nung mit den dort vorhandenen Konstanten oder mit den Werten der dort
vorhandenen Variablen. Man lauft dann hoch im Baum, wobei die Opera-
tionen in den Knoten auf die zuvor ermittelten Werte der unmittelbaren
Teilbdume angewendet werden und dann diese Knoten durch Blétter mit
den ermittelten Werten ersetzt werden. Man kann dabei auch sehr schon
erkennen, welche Rechnungen unabhidngig voneinander (,,parallel”) erfol-
gen konnen, weil sie im Rechenbaum nicht in einer Vorganger-Nachfolger—
Beziehung stehen.

Beispiel 4.14 (Entartete Biume) Auch die zuvor betrachteten Elemente des
Datentyps List (A) lassen sich als Bindrbdume betrachten, indem z.B. die
Liste (ar, a2, a3, a4, as) dargestellt wird durch den Baum

az
as

as as

Solch einen entarteten Baum nennt man auch einen Kamm, der natiir-
lich auch in der anderen Richtung verlaufen kann. Noch extremer wird die
Entartung, wenn wir die Elemente ay, ..., as perlenschnurartig ohne Ver-
zweigungen aufreihen. Die dann entstehende Struktur ist zwar formal ein
Baum vom Grad 1, wird jedoch auch noch als (entarteter) Bindrbaum ange-
sehen.

Wir prisentieren jetzt einen abstrakten Datentyp ,Bindrbaum” mit mi-
nimalen Fahigkeiten:

Definition 4.15 (Bindrbdume) Bindre Baume {iiber S sind durch folgenden
abstrakten Datentyp gegeben:
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datatype Tree(S);
sorts Tree, S;

constructors
emptytree: — Tree;
maketree: Tree X S X Tree — Tree;

operations
left: Tree — Tree;
right: Tree — Tree;
elem: Tree — S;
depth: Tree — IN;
nodecount: Tree — IN;

equations
left (maketree(L,s,R))
right (maketree(L,s,R)) R;

1]
]

elem(maketree(L,s,R)) = s

depth(emptytree) = 0;

depth(maketree(L,s,R)) = 1 + max(depth(L),depth(R))
nodecount (emptytree) = 0;

1 + nodecount (L)
+ nodecount (R);

nodecount (maketree(L,s,R))

end

Mit dieser Definition haben wir uns von der Notwendigkeit befreit,
Blitter als eigenes Konzept in die Konstruktion der Bindrbdume einzubrin-
gen: Blatter sind einfach Knoten der Form

maketree(emptytree, s, emptytree).

Es ist klar, dafs die Komplexitit von Algorithmen, die auf Bindrbaumen ar-
beiten, von der Baumtiefe depth und der Knotenanzahl nodecount als Auf-
wandsparametern abhdngen. Dabei wird der Aufwand fiir Algorithmen,
die im wesentlichen nur einen Pfad (d.h. eine durchgehende Folge von
Nachfolgern) von der Wurzel zu einem Blatt besuchen, durch die Baum-



4.5. BAUME 113

tiefe bestimmt sein, wihrend die Knotenanzahl bestimmend wirkt, wenn
fast alle Pfade besucht werden miissen (vgl. Bsp. 4.19).

Eine interessante und fiir Scheme-Implementierung genutzte Tatsache
ist, dafS wir jeden beliebigen Baum durch einen Bindrbaum reprasentieren
konnen. Im Grunde ist dies auch nicht verwunderlich, da Baume letzten
Endes zweidimensionale Strukturen sind. Eine Moglichkeit der Darstellung
eines beliebigen Baums durch einen Bindrbaum besteht darin, im linken
Teilbaum eines jeden Knotens den ersten (am weitesten links stehenden)
Sohn zu vermerken und im rechten Teilbaum den jeweils ndchsten Bruder.
Das folgende Beispiel zeigt den Baum aus Beispiel 4.11 nach dieser Umfor-
mung.

Beispiel 416 Um eine moglichst grole Ahnlichkeit zu Beispiel 4.11 zu er-
zielen, haben wir den linken Teilbaum jeweils durch eine schrige und den
rechten Teilbaum durch eine gerade Linie vermerkt:

A
B C
/ —
D——E F—G—H
| / -/ |
I J—K—L M N—O P

Die Okonomie der Datendarstellung (nur zweistellige Knoten) muf al-
lerdings durch eine vergrofserte Komplexitdt von Algorithmen erkauft wer-
den, die auf Baumen operieren. Im urspriinglichen Baum ist der Zugriff
von jedem Knoten aus zu jedem Sohn direkt moglich; in dem transformier-
ten Bindrbaum mufd man, um zum i-ten Sohn zu gelangen, zunachst zum
linken Teilbaum iibergehen und dann i — 1 mal zum rechten Teilbaum. So
kommen wir etwa in dem Baum aus 4.11 von der Wurzel A zum Blatt O in
drei Schritten (C, G, O), wahrend wir in dem oben aufgefiihrten Bindrbaum
6 Schritte brauchen (B, C,F, G, N, O).

Die hier vorgefiihrte Umformung lafst sich wie folgt formal beschreiben:

Definition 4.17 (Umformung geordneter Biume in Bindrbdume) Sei S
eine Menge, 7 (S) die Menge der endlichen Folgen geordneter Baume tiber
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S. Wir schreiben einen nicht-leeren geordneten Baum als (w, T) mit T €
7 (S) und verwenden fiir Folgen den abstrakten Datentyp aus 4.4:

Die Umformung ist dann beschrieben durch eine Abbildung
B:7(S) — Tree(S)
mit

B(empty) def emptytree
def { B(r) falls t; = emptytree

B(cons(ty, 1)) maketree(B(T),w,B(r)) falls t; = (w,T)

Im ersten Schritt der Umformung wird dann ein Baum als eine einelemen-
tige Folge von Baumen betrachtet.

Bindrbdume werden héufig fiir Sortier- und Suchaufgaben eingesetzt.
Wir erweitern daher die Datentyp-Definition wie folgt:

Definition 4.18 (Suchbdume) Ist S eine geordnete Menge, so ist ein Such-
baum tiber S ein Bindrbaum, so dafs in jedem Knoten die Elemente im linken
Teilbaum kleiner und die im rechten Teilbaum grofier als das Knotenele-
ment sind. In der folgenden Datentypdefinition garantiert eine Operation
insert das Einfiigen eines Elements in den richtigen Teilbaum.

datatype Searchtree(S);
uses Tree(S);

assumes <: S X S — Boolean;
(* < soll die Gesetze einer Ordnungsrelation erfiillen *)

operations
search: S X Tree — Boolean;
insert: S X Tree — Tree;

equations
search(s,emptytree)
search(s,maketree(L,t,R))

False;
if s=t then True
elsif s<t then search(s,L)
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else search(s,R)
endif;

insert(s,emptytree) = maketree(emptytree,s,emptytree);
insert(s,maketree(L,t,R)) =

if s=t then maketree(L,s,R)

elsif s<t then maketree(insert(s,L),t,R)
else maketree(L,t,insert(s,R))

endif

Die Operation search ist offensichtlich der bindren Suche nachgebildet,
die in der Tat eigentlich eine Suche in Bindrbdumen ist. insert stellt aus
einer unsortierten Eingabefolge einen Suchbaum her. Offensichtlich ist die
Anzahl der rekursiven Aufrufe von search durch die Tiefe des Suchbaums
beschrankt. Diese kann jedoch stark schwanken, je nachdem, wie der Such-
baum entstanden ist:

Beispiel 4.19 Wir betrachten Suchbdaume iiber Buchstaben, wobei die Rela-
tionen <, > durch die alphabetische Reihenfolge gegeben sind. Die Opera-

tionsfolge

oo o o o o o

b :=

emptytree;

= insert(M,b);
= insert(B,b);
= insert(0,b);

insert(A,b);

= insert(D,b);
= insert(N,b);

insert(R,b)

erzeugt den Suchbaum

/
A

B ¢
N / N
D N R

wihrend ein Einfligen derselben Elemente in alphabetischer Reihenfolge
einen entarteten Baum erzeugt, bei dem alle linken Teilbdume leer sind.
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In einem solchen Baum verkommt die binidre Suche zu einer sequentiellen
Suche.

Die Komplexitdt von search kann daher im ungiinstigsten Fall O(n)
sein, wobei n die Anzahl der Knoten ist. Im giinstigsten Fall ist die Kom-
plexitit O(log,(n)), denn ein Baum der Tiefe n hat 2™ — 1 Knoten. Um eine
minimale Suchzeit zu garantieren, mufs der Baum allerdings vollstindig aus-
geglichen sein, das heifit, die Elemente miissen moglichst gleichmaflig auf
linke und rechte Teilbdume verteilt sein. Eine einfache Datenstruktur wie
die hier vorgestellte und die einfache insert-Operation sind dazu nicht
ausreichend. Dies soll hier jedoch nicht betrachtet werden. Hier ging es nur
darum, einige Grundlagen der Spezifikation und Verwendung von abstrak-
ten Datentypen vorzustellen.

4.6 Aufgaben

Aufgabe 4.1 Formulieren Sie den Algorithmus , Mische(A, B)” aus 4.8 als
endrekursive Prozedur.
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