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Die Aufgaben werden in den Ubungs- und Programmiergruppen
vom 9.11 bis zum 15.11. besprochen.
Die Losungen miissen nicht abgegeben werden!

Die Aufgaben auf diesem Blatt kénnen in Teams bearbeitet werden. Bevor drscheme ge-
startet werden kann, muf setup lang eingegeben werden. Der Sprachumfang sollte auf
y2Advanced Student“ eingestellt werden. Die Aufgaben sind mit einem bis drei Sternen ver-
sehen, wobei die Aufgaben mit einem Stern am einfachsten, die mit dreien am schwierigsten
sind.

Aufgabe 1 (xx):
Bestimmen Sie die Wahrheitswerte folgender pradikatenlogischer Ausdriicke iiber der Grund-
menge N mit Hilfe der in der Vorlesung angegebenen Auswertungsregeln (also der Funktion

J):

(a) 3m)(Yn) m>n
(b) (Vm)(In) m <n
(c) @mym>2A(Vn)n>2Am#nA—(3qg) m=n-q

Erkldren Sie in Worten die Bedeutung dieser Ausdriicke!

Losung zu Aufgabe 1: In der Vorlesung wurde folgende Definition des Wahrheitswertes
einer aussagenlogischen Aussage gegeben:

e Fiir primitive Aussagen a ist der Wahrheitswert durch eine Funktion Jy(a) von vorn-
herein festgelegt.

e Falls A = a, so ist J(A) := Jo(a).

e Falls A =0, so ist J(A) := 0.

e Falls A= L, soist J(A) := L.

1 N __

o Falls A = (A" A B'), so ist J(A) := { 0L Zilrllth(A) =J(B)=1L
N — 1 __

e Falls A= (A'"V B'),soist J(A) := { (IJ; Zzﬂth(A) =J(B')=0

0 falls J(A)=1L

L falls J(A)=0

0 falls J(A')=Lund J(B')=0
L  sonst

e Falls A =—-A' soist J(A) := {

o Falls A= (A'= B'),soist J(A) := {



N — i
o Falls A= (A" & B'), so ist J(A4) := { L falls J(A) = J(B')

0 sonst

Um préadikatenlogische Ausdriicke behandeln zu konnen, wird die Definition von J erwei-

tert:
o J(Q(z,... ,2,)) = { oL Ziﬂth gilt fiir 71, ... @, € U
o J((Vz)A) := { OL ziﬂth(A) = L fiir jedes x € U
o J((3z)A) := { OL Zillllth(A) = L fiir mindestens ein z € U

Mit diesen Definition sehen die Losungen wie folgt aus:
(a) J(@Am)(Yn) m > n) = OL Ziﬂth((Vn) m > n) = L fiir mindestens ein m € N
Gibt es ein m mit J((Vn)m > n) = L? Dazu miissen wir den Wahrheitswert von
(Yn)m > n berechnen:
L  falls J(m > n) = L fiir jedesn € N
J((¥yn)m > n) = { 0 sonst ( ) J

Fiir n = m ist J(m > n) = 0. Also gilt J((Im)(¥n) m >n)=0.
In Worten ausgedriickt bedeutet die Aussage ,Es gibt eine natiirliche Zahl, die

grofler als alle natiirlichen Zahlen ist“.
L  falls J((3n) m < n) =L fiir jedes m € N

(b) J((Ym)(3In) m<n)= 0 const
Gilt fiir jedes m J((3In) m < n) = L? Dazu miissen wir den Wahrheitswert von

(3n) m < n berechnen:
L  falls J(m < n) = L fiir mindestens ein n € N

HGEm < ={ ¢ o

Fiir n =m+ 1 gilt J(m <n) = L Also gilt J((Vm)(3n) m <n)=1L
Diese Aussage bedeutet ,Zu jeder natiirlichen Zahl gibt es eine groflere natiirliche

Zahl“, oder auch ,N ist unbeschrankt®.
(¢) J(Emm >2A(Vn)n>2Am#nA—(3q) m=n-q)=
falls J(m > 2A (Vn)n > 2Am#nA—-(3q) m

fiir mindestens ein m € N

0 sonst
Gibt es ein m mit J(m > 2A (Vn)n > 2 Am #nA—-(3q) m=n-q)=L?

Mit der Definition von J ergibt sich
J(-o) = L fallsJ(m>2)=J((Vn)n >2Am#nA—(3q)
10 sonst

m=mn-q)=1L

Fiir m > 2 gilt offenkundigerweise J(m > 2) = L.



Um J((Vn)n > 2Am #nA—(3q) m =n-q) zu berechnen, verwenden wir wieder

die Definition von J:
L fallsJ(n>2Am#nA—(3¢g) m=mn-q) =L fir jedesn € N

LIDES i

Hier miifite man wieder die Definition von J einsetzen, doch sieht man auch so
schon, dafl n > 2 nicht fiir jedes n richtig ist. Der Wahrheitswert ist deshalb 0, und
damit ist auch der Wahrheitswert der urspriinglichen Aussage gleich 0.

Diese Aussage bedeutet: ,,Es gibt eine natiirliche Zahl m fiir die gilt: m ist grofer
als 2 und fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt: n ist grofler als 2 und m ist ungleich n
und n ist kein Teiler von m.*

Aufgabe 2 (x * x):
Beweisen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung angebenen Auswertungsregeln fiir pradikaten-
logische Ausdriicke: Ist @ ein einstelliges Préadikat, so gilt (3z)—-Q(z) < —(Vz)Q(zx)

Zeigen Sie dazu zunichst, daf man aus der linken Seite der Aquivalenzaussage ihre rechte
Seite ableiten kann. Beweisen Sie die andere Richtung in einem zweiten Schritt.

Losung zu Aufgabe 2:

J(~(Vz)Q(z)) = L J((Vz)Q(z)) =0

nicht fiir jedes z € U gilt J(Q(z)) =L
es gibt ein z € U mit J(Q(z)) =0

es gibt ein z € U mit J(—Q(z)) =L

J((Bz)-Q(z)) = L

A

J((3z)-Q(x)) = L = fiir mindestens ein z € U gilt J(—-Q(x)) =L
= fiir mindestens ein z € U gilt J(Q(z)) =0
= nicht fiir jedes € U gilt J(Q(z)) =L
= es gilt nicht J((Vz)Q(z)) = L
= J((vz)Q(z)) =0
= J(=(Vz)Q(z)) =0

Aufgabe 3 (xx):

Beweisen Sie: Fiir zwei endliche Mengen A und B gilt |[AU B| = |A| + |B| — |[AN B|.
Beachten Sie dazu, dafl man eine Menge B mit |B| =n als B = {b1,b2,... ,b,} = {b1} U
{b2}U...U{b,} schreiben kann, wobei (Vi e N)(Vj € N) i<nAj<nAi#j=1b #Db,
gilt. Beweisen Sie die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n.



Losung zu Aufgabe 3:

Zunichst beweisen wir mit vollstindiger Induktion, daf fir AN B = 0 gilt |AU B| =
Al + |BJ:

Induktionsbasis: B = (), also |B| = 0: Dann gilt AU B = A und damit |[AU B| = |A| =
Al + |BJ.

Induktionsschritt: Induktionsannahme ist, dafi die Aussage |A U B| = |A| + |B| fiir alle
Mengen B mit |B| = n gilt. Wir zeigen, dafl die Aussage dann auch fiir alle Mengen B’
mit |B'| = n + 1 gilt.

Zunichst schreiben wir B’ in der Form B’ = BU {b} mit b ¢ B. Dann gilt wegen AU (B U
{b}) = (AUB)U{b} mit dreimaliger Anwendung der Induktionsannahme |AU(BU{b})| =
|AUB| + |[{b} = [Al + B[ + [{b}| = |A[ + [B U {b}].

Mit diesem Zwischenergebnis kann man nun das eigentlich gesuchte Resultat (wiederum
mit vollstdndiger Induktion) beweisen:

Induktionsbasis: B = (): Dann gilt wegen des obigen Zwischenergebnisses |A U B| =
|Al +[B|+|AN B|.

Induktionsschritt: Induktionsannahme ist, daf§ die Aussage |AUB| = |A|+|B|+|ANB)|
fiir alle Mengen B mit |B| = n gilt. Wir zeigen, dafl die Aussage dann auch fiir alle Mengen
B' mit |B'| = n+ 1 gilt. Zunédchst schreiben wir B’ in der Form B’ = BU {b} mit b ¢ B.
Unter Verwendung der Induktionsannahme kann man |[AU B'| = |[(AU B) U {b}| = |[(AU
B)| + [{b}| — |[(AU B) N {b}| = (1) ableiten.

Eine zweite Anwendung der Induktionsannahme und des Distributivgesetzes ergibt (1) =
|A|+|B|—|ANB|+|{b}|—|AN{b}UD|, was sich zu |A|+|B|+|{b}| —|ANB|—|AN{b}| = (2)
vereinfachen 14ft. Zweimalige Anwendung des Zwischenergebnisses von oben schliefilich
ergibt (2) = |A|+ |B'| = (|JAN B+ |[AN{b}|) = |A| + |B'| = ||[AnBU AN {b}|, was sich
dann mit Hilfe des Distributivgesetes zu |A| + |B'| — |A N B'| vereinfachen 1afit.

Aufgabe 4 (x % *):

(a) Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dafl Ihre rekursive Scheme-Funktion aus
Aufgabe 5 korrekt ist.
(b) Beweisen Sie auch die Korrektheit der zweiten Funktion aus Aufgabe 5.

Losung zu Aufgabe 4:
(a) Zu zeigen ist, daf
(multiply mn)=m-n VY(m,n)c N
Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist diese Aussage wahr. (Das folgt aus dem Wert des
if-Ausdrucks im Substitutionsmodell von Scheme.)
Induktionschritt: Die Induktionsannahme ist, dafl die Ausage fiir n gilt. Wir bewei-

sen, daf} sie dann auch fiir n + 1 gilt: (multiply m (+ n 1)) = (+ m (multiply m
(- (+n1) 1D)=(C(Cmn (mltiply mn)) =(+m (*xmn)) =(m (+ n 1)).



(Die erste Umformung geschieht wieder mit Hilfe des Substitutionsmodells, die dritte
durch Anwendung der Induktionsannahme, die anderen sind eine einfache algebraische
Umformungen.)

(b) Zu zeigen ist, dafl

(multiply-it-1 mna)=m-n+a V(m,n,a) €N’

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist diese Aussage wahr. (Das folgt aus dem Wert des
if-Ausdrucks im Substitutionsmodell von Scheme.)

Induktionschritt: Die Induktionsannahme ist, dafl die Ausage fiir n gilt. Wir bewei-
sen, daf} sie dann auch fiir n+1 gilt: (multiply-it-1 m (+ n 1) a) = (multiply-it-1
m (- (+n1) 1) (+ acc m)) = (multiply-it-1 m n (+ acc m)) = (+ (* m n)
(+ accm) = (+ (*xm (+ n 1)) acc).

(Die erste Umformung geschieht wieder mit Hilfe des Substitutionsmodells, die dritte
durch Anwendung der Induktionsannahme, die anderen sind eine einfache algebraische
Umformungen.)

Aufgabe 5 (Programmierung, xx):
Fiir die Multiplikation zweier natiirlicher Zahlen gilt:

m-0 = 0

m-(n+1) == m+m-n

(a) Geben Sie einen rekursive Scheme-Funktion (dhnlich der Funktion factorial aus der
Vorlesung) an, die diese Definition verwendet, um zwei natiirliche Zahlen zu multipli-
zieren, ohne auf die eingebaute Multiplikationsfunktion zuriickzugreifen.

(b) Schreiben Sie nun eine iterative Scheme-Funktion (&hnlich der Funktion it-factorial
aus der Vorlesung), die dasselbe bewerkstelligt.

Losung zu Aufgabe 5:

;35 SIGNATUR
;33 Multiply: number number -> number
;33 ERKLARUNG
;55 (multiply m n) berechnet das Produkt der natiirlichen Zahlen m und n
;33 BEISPIEL
;55 (multiply 2 3)
i3y => 6
;33 DEFINITION
(define multiply
(lambda (m n)
(if (= n 0)
0
(+ m (multiply m (- n 1))))))

;33 SIGNATUR



;33 multiply-it: number number -> number
;33 ERKLARUNG
;35 (multiply-it m n) berechnet das Produkt der natiirlichen Zahlen m und n
;33 BEISPIEL
;55 (multiply-it 2 3)
35y => 6
;;; DEFINITION
(define multiply-it

(lambda (m n)

(multiply-it-1 m n 0)))

;33 SIGNATUR
;33 multiply-it-1: number number number -> number
;33 ERKLARUNG
;33 (multiply-it m n acc) berechnet die Summe des Produktes der natiirlichen
;33 Zahlen m und n sowie der Zahl acc.
;33 BEISPIEL
;55 (multiply-it-1 2 3 0)
355 => 6
;33 DEFINITION
(define multiply-it-1
(lambda (m n acc)
(if (=n 0)
acc
(multiply-it-1 m (- n 1) (+ acc m)))))

Aufgabe 6 (Programmierung, * * %):

(a) Besorgen Sie sich den Scheme-Code aus der Vorlesung vom 31.10. (Teil K5) und
erweitern Sie diese Datei um eine Datenstruktur fiir Dreiecke. Ein Dreieck soll durch
seine Seitenldngen a, b und ¢ und seine linke untere Ecke beschrieben werden. Um das
Dreieck dadurch eindeutig zu charakterisieren, legen wir fest, dafl Seite mit der Léange
c waagrecht liegt und alle Punkte des Dreiecks nicht unterhalb dieser Seite liegen. Die
linke untere Ecke des Dreiecks ist dann der am weitesten links liegende Punkt dieser
Seite. Weiter soll die Benennung der Seiten mit a,b und ¢ im Uhrzeigersinn erfolgen.

(b) Schreiben Sie eine Funktion triangle-area mit der Signatur triangle — number,
die einem Dreick seinen Flidcheninhalt zuordnet.

(c) Schreiben Sie eine Funktion triangle-move mit der Signatur triangle posn —
triangle, die eine verschobene Kopie des Dreiecks zuriickliefert.

Losung zu Aufgabe 6:

(load "constr-03.ss")



;53 Datentyp "triangle"

;53 Ein "polygon" ist eine Datenstruktur (make-triangle origin a b c), wobei
;33 origin den Ort der linken unteren Ecke beschreibt und a, b und c die

;33 Seitenlédngen sind.

(define-struct triangle (origin a b c))

;35 SIGNATUR
;33 triangle-area: triangle -> number
;55 ERKLARUNG
;35 (triangle-area t) berechnet den Flécheninhalt des Dreiecks t.
;33 Dazu wird die Heronsche Flachenformel verwandt.
;33 BEISPIEL
;33 (triangle-area (make-triangle (make-posn 0 0) 3 4 5))
355 => 6
;;; DEFINITION
(define triangle-area

(lambda (t)

(let ((a (triangle-a t)) (b (triangle-b t)) (¢ (triangle-c t)))
(let ((s (/ (+ abc) 2)))
(sqrt (x s (- s a) (-sDb) (-5 ¢))))))

;53 SIGNATUR

;33 triangle-move: triangle posn -> triangle

;;; ERKLARUNG

;35 (triangle-move t p) gibt eine um p verschobene Kopie von t zuriick.
;33 BEISPIEL

;33 (triangle-move (make-triangle (make-posn O 0) 3 4 5) (make-posn 1 2))
;33 => (make-triangle (make-posn 1 2) 3 4 5)
;33 DEFINITION
(define triangle-move
(lambda (t p)
(make-triangle (posn-move (triangle-origin t) p)
(triangle-a t)
(triangle-b t)
(triangle-c t))))

Aufgabe 7 (Programmierung, xx):
Unter einer Bounding-Box eines geometrischen Objekts versteht man das kleinste Rechteck,
das alle Punkte des Objekts enthélt.

Erweitern Sie den Scheme-Code aus der vorigen Aufgabe durch Scheme-Funktionen circle-
bounding-box, rectangle-bounding-box und triangle-bounding-box mit den Signatu-
ren circle — rectangle, rectangle — rectangle und triangle — rectangle, die die
Bounding-Box ihres Arguments zuriickliefern. Die Bounding-Box soll dabei in jedem Fall
eine neu angelegte Datenstruktur sein.



Losung zu Aufgabe 7:

(load "ub2-6.scm")

;33 SIGNATUR

;33 circle-bounding-box: circle -> rectangle

;35 ERKLARUNG

;33 (circle-bounding-box c¢) liefert die Bounding-Box des Kreises c zuriick.
;33 BEISPIEL

;33 (circle-bounding-box (make-circle (make-posn 0 0) 1))
;33 => (make-rectangle (make-posn -1 -1) (make-posn 2 2))
;33 DEFINITION
(define circle-bounding-box
(lambda (c)
(let ((x (posn-x (circle-origin c)))
(y (posn-y (circle-origin c)))
(r (circle-radius c)))
(make-rectangle (make-posn (- x r) (- y r))
(make-posn (x 2 r) (*x 2 1))))))

;53 SIGNATUR

;33 rectangle-bounding-box: rectangle -> rectangle

;33 ERKLARUNG

;55 (rectangle-bounding-box r) liefert die Bounding-Box von r zuriick.
;33 BEISPIEL

;55 (rectangle-bounding-box (make-rectangle (make-posn O 0) (make-posn 2 3)))
;33 => (make-rectangle (make-posn O 0) (make-posn 2 3))
;33 DEFINITION
(define rectangle-bounding-box
(lambda (r)
(rectangle-move r (make-posn 0 0))))

;335 SIGNATUR

;35 triangle-bounding-box: triangle -> rectangle

;55 ERKLARUNG

;33 (triangle-bounding-box t) liefert die Bounding-Box von Dreieck t zuriick.
;33 BEISPIEL

;35 Linksiiberhangend:

;33 (triangle-bounding-box (make-triangle (make-posn 0 0) 2 3 2))

;55 (make-rectangle (make-posn -0.25 0) (make-posn 2.25 #i1.984313483298443))
;35 Rechtsiiberhéngend:

;35 (triangle-bounding-box (make-triangle (make-posn 0 0) 3 2 2))

;33 => (make-rectangle (make-posn 0 0) (make-posn 2.25 #i1.984313483298443))
;33 Nicht iiberhéngend:

;33 (triangle-bounding-box (make-triangle (make-posn 0 0) 2 2 2))



;35 => (make-rectangle (make-posn 0 0) (make-posn 2 #i1.7320508075688772))
;53 DEFINITION
(define triangle-bounding-box
(lambda (t)
(let ((x (posn-x (triangle-origin t))) (y (posn-y (triangle-origin t)))
(a (triangle-a t)) (b (triangle-b t)) (c (triangle-c t)))
(let ((cos-alpha (/ (- (+ (*x bb) (*x cc)) (xaa)) (x2Dbc)))
(cos-beta (/ (- (+ (x aa) (*xcc)) (xbb)) (*x2ac))))
(let ((hc (* a (sqrt (- 1 (* cos-beta cos-beta))))))
(if (< cos-beta 0)
(let ((cprime (* a (- cos-beta))))
(make-rectangle (make-posn (- x cprime) y)
(make-posn (+ cprime c) hc)))
(if (< cos-alpha 0)
(let ((cprime (* b (- cos-alpha))))
(make-rectangle (make-posn x y)
(make-posn (+ cprime c¢) hc)))
(make-rectangle (make-posn x y)
(make-posn ¢ hc)))))))))

Von diesen Funktionen bedarf nur triangle-bounding-box eine nédhere Erklarung. Zu-
nichst vereinbaren wir, dafl mit a (beta, ) der der Seite a (b, c) gegeniiberliegende Win-
kel bezeichnet wird. Wir bezeichnen mit (z,y) die Koordinaten des am weitesten links
liegenden Punktes der Dreieckseite c.

Um die Aufgabe l6sen zu kénnen, unterscheidet man zwischen linksiiberhdngenden, rechts-
iiberhdngenden und nichtiiberhdngenden Dreiecken.

Linksiiberhiingende Dreieecke: Wir verwenden die trigonometrische Gleichung

2, .2 p2
csg= Lt
2ac
um festzustellen, ob das Dreieck linksiiberhdngend ist. Das ist dann der Fall, wenn 5 > 90°

oder cos B < 0 ist.
Dann ist die Breite der Bounding-Box zusammen aus ¢ und dem Uberhang ¢/ = a cos(180° —
B) = —acosf.
Die Kordinaten der linken unteren Ecke der Bounding-Box sind (z — ¢, y).
Rechtsiiberhiingende Dreieecke: Wir verwenden die trigonometrische Gleichung

b+ c? — a?

cosqg = ———
2bc ’

um festzustellen, ob das Dreieck rechtsiiberhdngend ist. Das ist dann der Fall, wenn o > 90°
oder cosa < 0 ist.

Dann ist die Breite der Bounding-Box zusammen aus ¢ und dem Uberhang ¢’ = b cos(180° —
a) = —bcos .



Die Kordinaten der linken unteren Ecke der Bounding-Box sind (z,y).

Nichtiiberhéingende Dreieecke: Wenn das Dreieck weder links- noch rechtsiiberhdngend
ist, ist es nichtiiberhdngend.

In diesem Fall ist die Breite der Bounding-Box gleich der Grundseite ¢ des Dreiecks.
Die Kordinaten der linken unteren Ecke der Bounding-Box sind wieder (z,y).
Die Hohe der Bounding-box ist in allen drei Fallen gleich der Hohe h. des Dreiecks auf c:

he. = asin 8 = ay/1 — cos? 3,

wobei wir die bekannte Formel sin? 5 + cos? 3 = 1 verwendet haben.



